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entsprechenden Signals sein, und zwar muf} der Betrag

log p'
T C

fiir alle, auBer einer kleinen Untermenge der langen Nachrichten,
gering sein.

Wenn eine Quelle nur eine bestimmte Nachricht hervorbringen kann,
ist ihre Entropie gleich Null, und es wird kein Kanal ben&tigt. Zum
Beispiel erzeugt eine Rechenmaschine, die aufgestellt wurde, um
die Ziffernfolge fiir den Wert = zu berechnen, eine bestimmte Fol-
ge ohne ein Zufallselement. Um dies an einen anderen Ort zu "iber-
tragen", wiirde kein Kanal benttigt. Man kionnte eine zweite Ma-
schine konstruieren, um die gleiche Folge am Ort selbst zu berech-
nen. Das wiire allerdings etwas unpraktisch. In solch einem Fall
konnen wir entweder einige oder alle statistischen Kenntnisse, die
wir iiber die Quelle haben, ignorieren. Wir konnten die Ziffern von
w als Zufallsfolge betrachten, indem wir ein System konstruieren,
das jede beliebige Folge von Ziffern iibertragen kann. Auf dhnliche
Weise konnten wir auch einen gewissen Teil, aber nicht alles, unse-
rer Kenntnisse iiber die statistische Struktur der englischen Spra-
che dafiir benutzen, einen Code zu konstruieren. In einem solchen
Fall nehmen wir an, daf die Quelle mit der maximalen Entropie den
statistischen Bedingungen unterworfen ist, die wir annehmen mé&ch-
ten. Die Entropie dieser Quelle legt dann die notwendige und hinrei-
chende Kanalkapazitit fest. In unserem w-Beispiel ist die einzige
angenommene Information die, dafl alle Ziffern aus der Gruppe 0,
1, ..., 9 ausgewihlt werden. Im Falle der englischen Sprache kinn-
te man die etwas spiirliche statistische Moglichkeit der Buchstaben-
Hiufigkeiten benutzen wollen, sonst jedoch nichts. Die Quelle mit
maximaler Entropie ist dann die erste Niherung an die englische
Sprache, und ihre Entropie bestimmt die bendtigte Kanalkapazitiit.

Als einfaches Beispiel einiger dieser Ergebnisse betrachte man eine
Quelle, die eine Folge von Buchstaben, ausgewihlt aus A, B, C, D,
erzeugt, mit den Wahrscheinlichkeiten %, %, i, #, wobei aufeinan-
derfolgende Zeichen unabhiingig voneinander ausgewihit werden.
Wir erhalten

H=—(logd+1logi+3logi)
= I bit pro Zeichen.

Daher kdnnen wir ein Codiersystem annihern, das Nachrichten von
dieser Quelle in Binirziffern codiert, mit einem Durchschnitt von

Bindrziffern pro Zeichen. In diesem Fall Li6t sich tatsichlich der
Grenzwert durch den folgenden Code erreichen (der sich durch die
Methode des zweiten Beweises von Lehrsatz 9 ergibt):

A 0
B 10
c 110
D 111

Die Durchschnittszahlen der Binirstellen, die dabei benutzt werden,
eine Folge von N Zeichen zu codieren, ist dann:

NEX1+iX2+3X3)=1N.

Es ist leicht ersichtlich, daB die Bindirzeichen 0, 1 Wahrscheinlich-
keiten von % und 3 haben, und so ist H fiir die codierten Folgen ein
bit pro Zeichen. Da wir durchschnittlich i Binfirzeichen fiir jeden
Originalbuchstaben benttigen, sind die Entropien fiir eine Zeitein-
heit gleich. Die maximal mogliche Entropie flir den urspriinglichen
Zeichenvorrat ist log 4=2, und sie kommt vor, wenn A, B, C, D
die Wahrscheinlichkeiten %, }, ¥ und % haben. Also ist die relative
Entropie gleich §. Wir konnen die Binirfolgen tibertragen auf den
Ursprungssatz der Zeichen mit einer Basis zwei-zu-eins nach der
folgenden Tabelle:

00 A
01 B
10 cr
11 D

Dieser doppelte Prozes codiert nun die Originalnachricht in diesel-
ben Zeichen, jedoch mit einer Durchschnittsverdichtung im Verh&lt-

nis %.
Als zweites Beispiel betrachten wir eine Quelle, die eine Folge von
A’s und B’s erzeugt mit den Wahrscheinlichkeiten p fiir 4 und ¢
fir B.

Wenn p < < g ist, erhalten wir
H = —log p*(1 — p)*?
=—0p iog p(l —_ p) (1-p)/p
e
= plog P
In solch einem Falle kann eine einigermaBen gute Codierung auf

einem 0-1-Kanal erreicht werden, indem man eine besondere Fol-
ge sendet, z.B. 0000 fiir das sehr seltene Zeichen 4 und dann eine
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Folge, welche die Anzahl der folgenden B’s angibt. Sie konnte als
Bindrzahl angegeben werden, fiir deren Bildung die spezielle 0000~
Folge nicht beriicksichtigt wird. Alle Zahlen bis 16 werden wie ge-
wohnlich dargestellt; 16 wird durch die der 16 nichsththere Binir-
zahl dargestellt, die nicht vier Nullen enthilt, nimlich 10001 (an
sich die Dualzahl fir 17) usw.

Es zeigt sich, daB, sobald p — 0 geht, sich die Codierung dem Ideal
nihert, vorausgesetzt, daB die Linge der speziellen Folge richtig
angepafit ist.

ll. Der diskrete gestérte Kanal

11. Vorstellung eines diskreten gestorten Kanals

Wir betrachten nun den Fall, in dem das Signal wihrend der Uber-
tragung oder an einer der beiden Stationen gestirt wird. Dies be-
deutet, daB das empfangene Signal nicht unbedingt dasselbe ist wie
jenes, das von dem Sender ausgesendet wurde. Zwei Fiille knnen
unterschieden werden. Wenn ein bestimmtes gesendetes Signal im-
mer dasselbe Empfangssignal erzeugt, d.h. das Empfangssignal
ist eine eindeutige Funktion des Sendesignals, dann kann der Effekt

: "Verzerrung" genannt werden. Wenn es zu dieser Funktion eine in-

verse Funktion gibt - keine zwei Sendesignale erzeugen dasselbe
Empfangssignal - kann die Verzerrung korrigiert werden, wenig-
stens im Prinzip, indem man das Empfangssignal der inversen
funktionalen Operation unterzieht.

Der interessante Fall ist hier derjenige, in dem das Signal bei der
Ubertragung nicht immer derselben Verinderung unterliegt. In die-
sem Fall koénnen wir annehmen, daf das Empfangssignal E eine
Funktion des Sendesignals S und einer zweiten Variablen, der Sto- (
rung N, ist.

E = f(S,N).
Diese Stérung wird als eine Zufallsvariable betrachtet, geradeso
wie die Nachricht. Im allgemeinen kann sie durch einen passenden
stochastischen ProzeB dargestellt werden. Der allgemeinste Typ
eines gestorten diskreten Kanals, den wir betrachten, ist eine Ver-
allgemeinerung des storungsfreien Kanals mit einer begrenzten An-
zahl von Zustinden, wie er bereils beschrieben wurde. Wir nehmen
eine begrenzte Anzahl von Zustinden und einen Satz von Wahrschein-
lichkeiten an,

Pa,i (JBJJ ) .
Dies ist die Wahrscheinlichkeit, wenn sich der Kanal in dem Zu-
stand « befindet und das Zeichen ¢ iibertragen wird, daB das Zei-
chen j empfangen wird und danach der Kanal in den Zustand B iber-
geht. So stellen « und 8 die moglichen Zustinde dar, @ die mogli-
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chen Sendesignale und j die moglichen Empfangssignale. Im Falle,
daB aufeinanderfolgende Zeichen unabhingig voneinander gestort
werden, gibt es nur einen Zustand, und der Kanal ist durch den
Satz von Ubergangswahrscheinlichkeiten p;(j) beschrieben, der
Wahrscheinlichkeit, mit der das Zeichen i als Zeichen j empfan-
gen wird.

f Wenn ein gestdrter Kanal von einer Quelle gespeist wird, gibt es

/ zwei statistische Vorginge: Die Quelle und die Stérung. Daher gibt
es auch eine Anzahl von Entropien, die errechnet werden kidnnen.
Zunichst ist da die Entropie H(z) der Quelle oder die der Eingabe
in den Kanal (diese werden gleich sein, wenn der Sender nicht-
singulir ist). Die Entropie der Ausgabe des Kanals, d.h. des Emp-
fangssignals, wird durch H (y) bezeichnet. Im stérungsfreien Fall
ist H(y) = H(x). Die gemeinsame Entropie der Ein- und der Aus-
gabe wird H(z,y) sein. SchlieBlich gibt es zwei bedingte Entropien
H,(y) und H,(z), die Entropie der Ausgabe, wenn die Eingabe be-
kannt ist, und umgekehrt. Unter diesen Grofien haben wir die Be-
ziehungen

H(zy) = H(z) + H.(y) = H(y) + Hy(z).

Alle diese Entropien ktnnen entweder "pro Sekunde" oder "pro
Zeichen" gemessen werden.

12. Aquivokation und Kanalkapazitat

Wenn der Kanal nicht storungsfrei ist, ist es im allgemeinen auch
nicht mdoglich, die urspriingliche Nachricht oder das Sendesignal
durch Umformung des Empfangssignals E mit Sicherheit zu rekon-
struieren. Es gibt jedoch Wege, die Information so zu iibertragen,
dafy damit Stérungen optimal bekiimpft werden. Dieses Problem
werden wir nun behandeln.

Angenommen, es gibt zwel miégliche Zeichen 0 und 1 und wir iiber-
tragen mit einer Rate von 1000 Zeichen pro Sekunde und mit den
Wahrscheinlichkeiten p, = p; = §. Auf diese Weise erzeugt unsere
Quelle eine Information von 1000 bit pro Sekunde. Wihrend der
{Ubertragung bewirkt die Stérung Fehler, so daB im Durchschnitt
eines von 100 Zeichen falsch empfangen wird (eine 0 als 1 oder

1 als 0). Wie groB ist die Rate der Informationsiibertragung ? Si-
cherlich geringer als 1000 bit pro Sekunde, da etwa 1% der emp-
fangenen Zeichen falsch ist. Im ersten Moment méchte man sagen,

die Ubertragungsrate sei 990 bit pro Sekunde, indem wir nur die er-
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wartete Fehleranzahl subtrahieren, Dies ist jedoch nicht zufrieden-
stellend, weil dabei versiumt wird, die fehlende Kenntnis des Emp-
fingers dariiber, wo die Fehler auftauchen, in Betracht zu ziehen.
Wir konnen das bis zum Extremfall ausdehnen und annehmen, die
Storung sei so stark, daB die empfangenen Zeichen ganz unabhingig
von den gesendeten Zeichen sind. Die Wahrscheinlichkeit, "1" zu
empfangen, ist %, was immer auch gesendet wurde, und gleicher-
mafen auch fiir "0". Dann sind allein durch Zufall etwa die Hilfte
aller Zeichen korrekt, und wir wiirden glauben, daf das System

500 bit pro Sekunde iibertrage, wihrend tatsichlich iiberhaupt keine
Information tbertragen wird. Eine ebenso "gute" Ubertragung er-
hielte man, wenn man den Kanal vollstindig wegliefe und am Ort
des Empfingers eine Miinze wiirfe.

Offensichtlich wire die richtige Verbesserung, um auf die Menge
der iibertragenen Information zu kommen, den Betrag der Informa-
tion zu benutzen, der im Empfangssignal fehlt, oder entsprechend
die Unsicherheit iiber das empfangene Signal gegeniber dem, das tat-
sdchlich gesendet worden ist. Nach unserer vorhergehenden Be-
trachtung der Entropie als dem MaB der Unsicherheit scheint es
verniinftig, die bedingte Entropie der Nachricht als ein MaB fiir die
fehlende Information zu benutzen, wenn das Empfangssignal bekannt
ist. Dies ist in der Tat die richtige Definition, wie wir spiter se-
hen werden. Dieser Idee folgend, wiirde man die tatsichliche Uber-
tragungsrate R dadurch erhalten, daB man von dem Betrag der Er-
zeugungsrate (d.h. der Entropie der Quelle) die durchschnittliche
Rate der bedingten Entropie subtrahiert.

R =H(z) — Hy(z).
Die bedingte Entropie H,(z) wird, da dies vorteilhaft ist, als Aqui-
vokation1%) bezeichnet. Sie mift die durchschnittliche Mehrdeutig-
keit des empfangenen Signals. In dem oben erwihnten Beispiel ist,
wenn eine 0 empfangen wurde, die Wahrscheinlichkeit a posteriori,
daB eine 0 auch gesendet wurde, gleich 0,99, und daB eine 1 ge-
sendet wurde, gleich 0,01, Diese Zahlen werden vertauscht, wenn
eine 1 empfangen wird. Daher ist

H,(z) = — [0,99 log 0,99 + 0,01 log 0,01]
= 0,081 bit/Zeichen

oder 81 bit pro Sekunde. Wir konnen sagen, daf das System mit
einer Rate von 1000 — 81 = 019 bit pro Sekunde iibertrigt. Im Ex-

10y Kquivokation: engl. equivocation = Zweideutigkeit.
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tremfall, in dem es gleich wahrscheinlich ist, ob 0 empfangen wird
als 0 oder als 1 und ebenso fiir 1, sind die Wahrscheinlichkeiten
a posteriori %, % und

Hy(z) = —[jlog § +}1log }]
1 bit pro Zeichen

oder 1000 bit pro Sekunde. Die Ubertragungsrate ist dann 0, wie es
sein sollte. Der folgende Lehrsatz gibt eine direkte lehrreiche In-
terpretation der Aquivokation und dient auch dazu, sie als einzig
passendes MaB zu rechtfertigen. Wir betrachten ein Kommunika-
tionssystem und einen Beobachter (oder eine Hilfseinheit), der bei-
des sehen kann, was gesendet und was empfangen wird (mit von
Storungen abhingigen Fehlern). Dieser Beobachter bemerkt die
Fehler in der empfangenen Nachricht und sendet Daten zu einem
Empfangspunkt tiber einen "Korrekturkanal", um den Empfinger in
die Lage zu versetzen, die Fehler zu korrigieren. Die Situation ist
schematisch in Abb. 8 dargestellt.

Korrekturdaten

Beobachter

Quelle Sender Empfénger Korrekturglied

Abb. 8: Schematisches Diagramm eines Korrektursystems

Lehrsatz 10: Wenn der Korrekturkanal eine Kapazitit von Hy (x) besitzt,
ist es moglich, die Korrekturdaten so zu codieren, dafi man sie iiber den
Kanal senden kann, und alle Fehler bis auf einen beliebig kleinen Bruch-
teil € zu korrigieren. Dies ist nicht moglich, wenn die Kanalkapazitit klei-
ner als Hy(x) ist.

Danach ist H,(z) ungefihr der Betrag der zusiitzlichen Information,
der pro Sekunde dem Empfangspunkt zugeteilt werden muB, um die
empfangene Nachricht zu korrigieren.
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Um den ersten Teil zu beweisen, betrachte man lange Folgen der
erhaltenen Nachricht M’ und der entsprechenden urspriinglichen
Nachricht M. Es wird logarithmisch TH, (z) von den M-Nachrich-
ten geben, die ziemlich sicher jedes M’ erzeugt haben kénnten. So
haben wir TH,(zx) Binirzeichen alle T Sekunden zu senden. Das
kann mit der Fehlerhiufigkeit ¢ bei einer Kanalkapazitit H,(z)
durchgefiihrt werden.

Der zweite Teil kann dadurch bewiesen werden, dafl man sich zu-
niichst iiberlegt, daB fiir beliebige diskrete Zufallsvariablen z,y, 2
gilt:

Hy(z,2) > Hy(x).

Die linke Seite kann so ausgeschrieben werden, daB

Hy(2) + Hy(x) > Hy(z)
H,,{:':} > Hv(x) R Hu[z) = Hu{x) T H(z)

entsteht.

Wenn wir z als die Ausgabe der Quelle identifizieren, ¥ als das
Empfangssignal und z als das iiber den Korrekturkanal gesende-
te Signal, dann ist die rechte Seite der Aquivokation, vermindert
um die Ubertragungsrate iiber den Korrekturkanal. Wenn die Kapa-
zitit dieses Kanals kleiner als die Aquivokation ist, wird die rechte
Seite groBer als Null sein und H,.(x) > 0. Dies ist jedoch die Un-
sicherheit dariiber, was gesendet wurde, wenn man beide, das emp-
fangene Signal und das Korrektursignal kennt. Wenn jener Wert al-
so grifer als Null ist, kann die Fehlerfrequenz nicht beliebig klein
sein.

Beispiel: .
Angenommen, die Fehler tauchen in einer Folge von Bindrzei-
chen zufillig auf, so gibt es die Wahrscheinlichkeit p, daB eine
Ziffer falsch ist, und ¢ = 1—p, daf} sie richtig ist. Die Fehler
konnen korrigiert werden, wenn ihre Positionen bekannt sind.
Daher braucht der Korrekturkanal nur Informationen fiir diese
Positionen zu senden, Das bedeutet, von einer Quelle auszuge-
hen, die Binfirzeichen mit der Wahrscheinlichkeit p fiir 1
(falsch) und ¢ fiir 0 (richtig) sendet. Dies verlangt einen Ka-
nal mit der Kapazitit

—[plogp + qlogq],
was die Aquivokation des urspriinglichen Systems darstellt.

Die Ubertragungsrate B kann nach den oben beschriebenen Glei-
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chungen auch in zwei anderen Formen geschrieben werden. Wir ha-
ben
R=H(x) — Hy(x)
= H(y) — H.(y)
=H(z) + H(y) — H(z,y).

Der erste Ausdruck wurde bereits als die Informationsmenge inter-
pretiert, die gesendet wurde, vermindert um die Unsicherheit dar-
iber, was gesendet wurde. Der zweite mifit die empfangene Menge
minus den Teil davon, der auf StSrungen zuriickzufiihren ist. Der
dritte ist die Summe der beiden Mengen, von der die Gesamtentro-
pie abgezogen wird, und daher ist er auch in einem gewissen Sinn
die Anzahl der bit pro Sekunde, die beiden gemeinsam ist. So ha-
ben alle drei Ausdriicke eine gewisse praktische Bedeutung.

Die Kapagzitit C eines gestérten Kanals sollte die maximal mogli-
che Ubertragungsrate darstellen, d.h. die Rate, wenn die Quelle
richtig an den Kanal angepaft ist. Wir definieren die Kanalkapazi-
tit daher durch

C = Max (H(z) — H,(z)),

wobei der Maximalwert, mit Riicksicht auf alle moglichen Informa-
tionsquellen, als Eingabe in den Kanal beniitzt wird. Wenn der Ka-
nal stérungsfrei ist, dann ist H,(r) = 0. Die Definition ist dann
gleichbedeutend mit derjenigen, die bereits fiir einen stérungsfreien
Kanal gegeben wurde, da nach Lehrsatz 8 die Maximalentropie fiir
einen Kanal gleich seine Kapazitit ist.

13. Der fundamentale Lehrsatz flr einen diskreten Kanal
mit Stérung

Es mag erstaunlich erscheinen, daB wir eine bestimmte Kapazitit C
fiir einen gestorten Kanal definieren, da doch in solch einem Fall
nie sichere Information {ibertragen werden kann. Es ist jedoch auch
klar, daB durch die Sendung der Nachricht in einer redundanten
Form die Fehlerwahrscheinlichkeit vermindert werden kann. Wenn
man zum Beispiel die Nachricht oft wiederholt, kinnte durch eine
statistische Studie der verschiedenen empfangenen Versionen der
Nachricht die Fehlerwahrscheinlichkeit sehr vermindert werden.
Man wiirde jedoch erwarten, dafl, um diese Fehlerwahrscheinlich-
keit fast verschwinden zu lassen, die Redundanz beim Codieren un-
endlich grof werden muB und die Ubertragungsrate daher gegen Null
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geht. Das ist jedoch keineswegs so, denn wenn es so wire, gibe es
keine gut definierbare Kapazitit, sondern nur eine Kapazitit bei
einer gegebenen Fehlerhiufigkeit oder bei einer gegebenen Aquivoka-
tion, wobei die Kapazitiit desto geringer wird, je strenger die MaB-
stibe an die Fehlerarmut angelegt werden. Tatsiichlich hat die oben
definierte Kapazitit C eine sehr bestimmte Bedeutung. Es ist mog-
lich, durch die richtige Codierung Information mit der Rate C' durch
den Kanal mit einer beliebig kleinen Fehlerhdufigkeit oder Aquivokation
zu {ibertragen. Diese Aussage stimmt nicht, sobald die Rate grofier
wird als C. Wenn ein Versuch unternommen wird, eine grofere Ra-
te als C zu iibertragen, z.B, C -+ R,, dann wird es notwendiger-
weise eine Aquivokation geben, die gleich oder groBer als die zu-
sitzliche Information R, ist. Die Natur trigt dieser Tatsache Rech-
nung, indem sie gerade so viel UngewiBheit verlangt, daB in der Tat
nicht mehr als C korrekt iibertragen wird.

Die Situation ist in Abb. 9 dargestellt. Die Rate der Information, die
in den Kanal einflieft, ist horizontal aufgetragen, die Aquivokation
vertikal. Jeder Punkt iiber der dicken Linie in dem schraffierten
Bereich ist erreichbar und jeder darunter ist unerreichbar. Die
Punkte auf der Linie kbnnen im allgemeinen nicht erreicht werden,
es gibt jedoch normalerweise zwei Punkte darauf, die zu erreichen
sind.

\\ AR Y
\ erreichbares

Hy(x)
Abb. 9:
Die Aquivokation, die bei einer gegebenen
Eingabeentropie fiir einen Kanal méglich
ist

C Hix)

Diese Ergebnisse stellen die Hauptrechtfertigung fiir die Definition
von C dar und werden nun bewiesen.

Lehrsatz 11: Angenommen, ein diskreter Kanal habe die Kapazitit C
und eine diskrete Quelle die Entropie H pro Sekunde, Wenn H < C, dann
existiert ein Codiersystem, so dafl die Ausgabe der Quelle iiber den Kanal
iibertragen werden kann mit einer beliebig kleinen Fehlerhiufigkeit (oder
einer beliebig geringen Aquivokation). Wenn H > C ist, dann ist es mog-
lich, die Quelle so zu codieren, daf die Aquivokation kleiner als H—C + €
ist, wobei € beliebig klein ist. Es gibt keine Codiermethode, durch die eine
geringe Aquivokation als H — C erreicht werden kinnte,
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Die Methode, den ersten Teil dieses Lehrsatzes zu beweisen, kann

nicht darauf hinauslaufen, eine Codiermethode aufzuzeigen, die die

gewiinschten Eigenschaften hiitte, sondern es ist zuzeigen, daB solch
ein Code in einer bestimmten Codegruppe vorhanden sein muf.

Tatsichlich werden wir den Durchschnitt der Fehlerhdufigkeit in die-
ser Gruppe nehmen und zeigen, daf dieser Durchschnitt kleiner als

¢ gemacht werden kann. Wenn aber der Durchschnitt einer Zahlen-
gruppe kleiner als ¢ ist, dann muB mindestens eine Zahl in der
Gruppe vorhanden sein, die kleiner als ¢ ist. Dies wird zum ge-
wiinschten Ergebnis filhren. Die Kapazitit C eines gestdrten Kanals
ist definiert worden als

C = Max (H(z) — Hy(z)),
wobei z die Eingabe und y die Ausgabe ist. Die Maximierung be-~

trifft alle Quellen, die fiir die Eingabe in den Kanal benutzt werden
konnten.

Wir nehmen nun an, 8§, sei eine Quelle, die die maximale Kapazi-
tit C erreicht. Wenn dieses Maximum durch keine Quelle tatslich-
lich erreicht, sondern nur als Grenzwert angenihert wird, dann
nehmen wir an, da S, eine Quelle ist, die nur beinahe die maxi-
male Rate erreicht. Angenommen, S, wird als Eingabe fiir den Ka-
nal benutzt. Wir nehmen fiir die moglicherweise gesendeten und
empfangenen Folgen eine Zeitspanne T an. Folgendes ist dann rich-
tig:

1. Die iibertragenen Folgen lassen sich in zwei Klassen einteilen,
eine Gruppe mit hoher Wahrscheinlichkeit, zu der etwa 27#
Mitglieder gehbren, und die restlichen Folgen mit einer gerin-
gen Gesamtwahrscheinlichkeit.

2. Ganz dhunlich hat bei den empfangenen Folgen eine Gruppe von
2THW Mitgliedern eine hohe Wahrscheinlichkeit, und die restli-
chen Folgen haben eine niedrige Wahrscheinlichkeit.

3. Jede Ausgabe hoher Wahrscheinlichkeit konnte durch etwa 27#
Eingaben erzeugt worden sein. Die Gesamtwahrscheinlichkeit
fiir alle anderen Fille ist klein.

W

Jede Eingabe hoher Wahrscheinlichkeit kénnte ungefihr 275
Ausgaben bewirken. Die Gesamtwahrscheinlichkeit aller anderen
Ergebnigse ist klein.

Alle die ¢ und 8§, die durch die Worte "klein" und "ungefihr" in
diesen Feststellungen einbezogen werden, ndhern sich Null, wenn

S
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wir T groBer werden lassen und 8, sich der maximalen Quelle
annihern 1d6t.

Die Situation ist in Abb. 10 zusammengefat worden, wo die Ein~
gabefolgen Punkte auf der linken Seite und die Ausgabefolgen Punk-
te auf der rechten Seite sind. Der obere Ficher von Linien stellt
den Bereich moglicher Ursachen fiir eine typische Ausgabe dar.
Der untere Ficher weist auf das Gebiet moglicher Ergebnisse hin,
ausgehend von einer typischen Eingabe. In beiden Fillen bleiben die
Gruppen mit "niedriger Wahrscheinlichkeit" unbeachtet.
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2HE)T ®
Nachrichten g

von groBer Wahr- 260T
scheinlichkeit ® empfangene Signale

s o Von grofier Wahrschein-
mégliche Ursachen filr  lichkeit
jedes E

Abb. 10:

Schematische Darstellung
der Beziehungen zwischen
Eingaben und Ausgaben
in einem Kanal

2Hy (NT

magliche Ergebnisse
nach jedem M

Angenommen, wir haben nun eine andere Quelle S, die Information
mit der Rate R produziert, wobei R < C ist. In der Zeit T wird
diese Quelle 2™ Nachrichten von hoher Wahrscheinlichkeit erzeu-
gen. Diese wollen wir einer Auswahl von miglichen Kanaleingaben
zuordnen, auf eine Weise, die eine kleine Fehlerhdufigkeit erlaubt.
Wir werden diese Zuordnung auf jede mogliche Weise herstellen
(indem wir jedoch nur die Gruppe der Eingaben mit hoher Wahr-
scheinlichkeit benutzen, die durch die Quelle S, bestimmt wurde)
und den Mittelwert der Fehlerhiufigkeit flir diese grofie Klasse von
moglichen Codiersystemen bestimmen. Das ist das gleiche, als
wenn die Fehlerhiufigkeit fiir eine zufillige Zuordnung zwischen
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Nachrichten und Kanaleingaben mit der Dauer 7T errechnet wird.,
Angenommen, eine bestimmte Ausgabe y, wird becbachtet. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB mehr als eine Nachricht
von S in der Gruppe der moglichen Ursachen fiir ¥, vorkommt?
Es gibt 2™ Nachrichten, die zufillig auf 27#®) Punkte verteilt
sind. Die Wahrscheinlichkeit, daB ein bestimmter Punkt eine Nach-
richt ist, ist dadurch

2T (R-H ('l],

und die Wahrscheinlichkeit, daB keiner dieser Punkte im Ficher
eine Nachricht ist (auBer der tatsichlichen urspriinglichen Nach-
richt), wird

P=][1- 2T(R-BN ]2y,

Nun ist B < H(2) — H,(z), daher wird R — H(z) = — H,(z) — 9,
wobei n positiv ist. Dementsprechend nihert sich
P=[1- 2-?5,(:)%]2”#“’
(wenn T — ) dem Wert
1 -2
Daraus ergibt sich, daf die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler ge-

gen Null geht, und damit ist der erste Teil des Lehrsatzes bewie-
sen.

Der zweite Teil des Lehrsatzes ist leicht erklirt, wenn man be-
merkt, da lediglich C' bit pro Sekunde von der Quelle gesendet
werden konnen und dabei die Reste der erzeugten Information voll-
stindig vernachlissigt werden. Am Empfiinger ergibt der vernach-
lissigte Teil eine Aquivokation von H(z) — C, und zum tbertrage-
nen Teil braucht nur der Wert ¢ addiert zu werden. Dieser Grenz-
wert kann auch auf viele andere Arten erreicht werden, wie noch
gezeigt wird, wenn wir den Fall einer kontinuierlichen Nachricht
behandeln.

Die letzte Feststellung des Lehrsatzes ist eine einfache Folge un-
serer Definition von C. Angenommen, wir kénnen eine Quelle mit
H(z) = C + a in der Weise codieren, daB wir eine Aquivokation
H,(x) = a — ¢ erhalten, wobei e positiv ist, dann wire

H(z) —Hy(z) =C+ ¢,

wobei ¢ positiv ist. Dies widerspricht der Definition von C als
dem Maximum von H(z) — H,(x).

Tatsichlich ist mehr bewiesen worden, als im Lehrsatz festgestellt
wurde. Wenn der Durchschnitt einer Gruppe positiver Zahlen in-

3

.
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nerhalb eines Toleranzbereichs von ¢ Null ist, dannkanneinBruch-
teil von hichstens \/¢ Werte groBer als \/¢ enthalten. Da ¢ be-
liebig klein ist, kénnen wir sagen, dafB praktisch alle Systeme be-
liebig nahe an der Idealvorstellung sein miissen.

14. Diskussion

Die Demonstration von Lehrsatz 11, die kein reiner Existenzbeweis
ist, hat einige Miingel, wie sie solchen Beweisen eigen sind. Ein
Versuch, eine gute Niherung an die ideale Codierung dadurch zu
erreichen, daB man dem Weg des Beweises folgt, ist im allgemei-
nen unpraktisch. Tatsichlich wurde, abgesehen von einigen ziem-
lich trivialen Fillen und gewissen Grenzsituationen, keine wirkli-
che Beschreibung einer Serie von Niherungen an das Ideal gefun-
den. Wahrscheinlich ist dies kein Zufall, sondern hiingt mit der
Schwierigkeit zusammen, eine brauchbare Konstruktion fiir eine
gute Niherung an eine zufillige Folge zu finden.

Eine Niherung an das Ideal hiitte die Eigenschait, daB, auch wenn
das Signal durch Stérungen ziemlich veridndert wiirde, das Origi-
nal noch herausgelesen werden konnte. Mit anderen Worten, die
Verinderung wird es im allgemeinen nicht einem anderen verniinf-
tigen Signal mehr annihern als dem urspriinglichen. Dies wird auf
Kosten einer gewissen Redundanz in der Codierung erreicht, Die
Redundanz muB in der richtigen Weise eingebaut werden, um die
bestimmte Struktur der Stérung zu bekimpfen. Jedoch wird jegli-
che Redundanz der Quelle normalerweise helfen, wenn sie am
Empfangspunkt ausgeniitzt wird. Insbesondere wird, wenn die
Quelle bereits eine gewisse Redundanz hat und kein Versuch ge-
macht wird, sie durch Anpassung an den Kanal auszuldschen, die-
se Redundanz helfen, Stérungen zu bekimpfen. Z.B. kinnte man
in einem ungestorten Telegrafenkanal etwa 50 Prozent Zeit sparen
durch richtige Codierung der Nachrichten. Dies wird nicht getan,
und der gréBte Teil der Redundanz der englischen Sprache ver-
bleibt in den Zeichen, die als Signal iiber den Kanal gehen.
Dies hat den Vorteil, daB ein betrdchtliches Rauschen im Kanal er-
laubt ist. Ein ziemlich groBer Teil der Buchstaben darf unkorrekt
empfangen werden und kann durch den Kontext noch rekonstruiert
werden. Tatsichlich ist dies wahrscheinlich in vielen Fillen keine
schlechte Anniherung an das Ideal, da die statistische Struktur des
Englischen ziemlich kompliziert ist und verniinftige englische Wort-
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folgen nicht weit entfernt (im Sinne der Forderung des Lehrsatzes)
von einer zufilligen Auswahl sind.

Wie im ungesttrten Fall, wird im allgemeinen eine Verzégerung
nétig sein, um die ideale Codierung anzunihern. Sie hat nun die zu-
sitzliche Funktion, einen hohen Storpegel zuzulassen, der das Si-
gnal beeinflufit, bevor am Empfangspunkt irgendeine Beurteilung in
bezug auf die urspriingliche Nachricht gemacht wird. Dadurch, daB
man den Pegel erhtht, werden die mdglichen statistischen Aussa-
gen immer mehr verschirft.

Der Inhalt von Lehrsatz 11 und sein Beweis konnen auf etwas ande-
re Art formuliert werden, wodurch der Zusammenhang mit dem
storungsfreien Fall klarer demonstriert wird. Betrachten wir die
moglichen Signale der Dauer T und nehmen wir an, daB nur ein
Teil davon fiir den Gebrauch ausgewihlt wurde. Nehmen wir weiter
an, daf in dieser Untermenge alle mit derselben Wahrscheinlich-
keit benutzt werden und daB der Empfinger so konstruiert ist, ge-
rade den wahrscheinlichsten Fall aus der Untermenge von mégli-
chen Signalen als das originale Signal auszusuchen, falls das Si-
gnal gestért ankommt. Wir definieren N(T,q) als die groftmégli-
che Anzahl von Signalen, die wir fiir die Untermenge auswihlen
kénnen, so dafl die Wahrscheinlichkeit einer falschen Interpreta-
tion kleiner als oder gleich g ist.

Lehrsatz 12: ;._-ill} Ei%,(——?:ﬂ = C, wobei C die Kanalkapazitit ist,
vorausgesetzt, dafi q nicht gleich 0 oder 1 ist.

Mit anderen Worten: Gleichgiiltig, wie wir unsere Zuverlissigkeits-
grenze setzen, ktnnen wir in der Zeit T geniigend Nachrichten, de-
nen etwa CT bit entsprechen, zuverlissig unterscheiden, wenn T
geniigend grof ist. Lehrsatz 12 kann mit der Definition der Kapa-
zitdt eines ungesttrten Kanals, die im Kapitel 1 gegeben wurde,
verglichen werden.

15. Beispiel eines diskreten Kanals und seiner Kapazitat

Ein einfaches Beispiel eines diskreten Kanals ist in Abb. 11 darge-
stellt. Es gibt drei mdgliche Zeichen. Das erste wird niemals durch
Stérungen beeinflufit, Das zweite und dritte haben beide die Wahr-
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empfangene

. gesendete
Al 1 Zeichen

Beispiel eines diskreten Kanals Zeichen

scheinlichkeiten p, unverfilscht anzukommen, und g, in das je-
weils andere umgewandelt zu werden.

i

Es sei'‘a= — [plog p + ¢ log ¢], und P, @ und Q seien die Wahr-
scheinlichkeiten, daB das erste, zweite und dritte Zeichen gesen-
det wird (wobei die letzten zwei aus Symmetriegriinden gleich sind).
Wir erhalten:

H(z) = —PlogP—2Q log Q@

Hy(z) = 2Qa
Wir wollen P und Q@ so wihlen, daB H(x) — H,(z) ein Maximum
wird, zusammen mit der Bedingung P -+ 2Q = 1. Dafiir betrachten

wir
= —P log P — 2Q log @ — 2Qa + A (P + 2Q)

1 _
""é"'P'" = 1 lOg P4+ 0
alu _
20 = —2—2log Q@ - 2a + 2 = 0.
Es wird M eliminiert:
logP=log @+« D
P =Qe = QB
=B =1
P=%+3 9=F33
Daraus folgt die Kanalkapazitit
C =log -8-;-—2

Man beachte, wie damit die sofort einleuchtenden Werte in den
Fillen p =1 und p = } bestitigt werden. Im ersten Fall ist § =1
und C = log 3, was richtig ist, da der Kanal dann stérungsirei mit
drei moglichen Zeichen arbeitet. Wenn p = 3 ist, dannist g8 =2
und C = log 2. Hier kénnen das zweite und dritte Zeichen liber-
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haupt nicht voneinander unterschieden werden und wirken zusam-
men wie ein einziges Zeichen. Das erste Zeichen wird mit der
Wahrscheinlichkeit P = } benutzt und das zweite und dritte zusam-
men mit der Wahrscheinlichkeit 3. Diese kann unter ihnen auf je-
de gewiinschte Art verteilt sein, und es wird immer noch die maxi-
male Kapazitidt erreicht.

Fiir dazwischenliegende Werte von p wird die Kanalkapazitit zwi-
schen log 2 und log 3 liegen. Die Unterscheidung zwischen dem
zweiten und dritten Zeichen bringt einige zusiitzliche Information,
jedoch nicht so viel wie im ungestérten Fall. Das erste Zeichen
wird etwas hiufiger benutzt als die beiden anderen, da es nicht ge-
stort wird.

16. Die Kanalkapazitat in gewissen Spezialfallen

Wenn die Storung aufeinanderfolgende Kanalzeichen unabhiingig von=-
einander beeinfluBt, kann diese durch einen Satz von Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten pi; beschrieben werden. Dies ist die Wahr-
scheinlichkeit, daB, wenn das Zeichen ¢ gesendet wird, das Zei-
chen j empfangen wird. Die Kanalkapazitit ist dann gegeben durch
das Maximum von

e iz,_P"p.'j 103?13» i +'Z}P.'psi log pii ,

wobei wir die P; im Rahmen 3P; = 1 variieren. Dies fiihrt nach
der Methode von Lagrange zu den Gleichungen

;Psflog——p'—t— K §=1,2 "

ZP.'W:
Durch Multiplikation mit P, und Summieren iiber s zeigt sich, daB
= —( ist, Das Inverse von p.; (falls es existiert) sei h., so daB

2’:’&,;]’.{ = 5:;‘- Dann wird

'Zj_hupu‘ Iog Paj — logz‘:P.-pu =— Cz‘:h.t
und daher

;P‘ it = exp [C’gk.e +‘Zf:h,m.,- log p.;]
oder ’

P; = ; hi exp [C g}m + .E’_ks!psj log p.j].
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Dies ist das System von Gleichungen, mit dem die maximierenden
Werte von P; bestimmt werden, wobei C so festgelegt werden
muB3, daB SP; =1 ist. Wenn dies getan ist, werden C die Kanal~
kapazitit und P; die geeigneten Wahrscheinlichkeiten fiir die Kanal-
zeichen sein, um diese Kapazitit zu erreichen.

Wenn jedes Eingabezeichen denselben Wahrscheinlichkeitssatz auf
den Linien besitzt, die von ihm ausgehen, und das auch fiir jedes
Ausgabezeichen gilt, kann die Kapazitit leicht errechnet werden.

Abb. 12: Beispiel diskreter Kanile mit den gleichen Streuwahrscheinlichkeiten fiir jede
Eingabe und jede Ausgabe

Drei Beispiele werden in Abb. 12 gezeigt. In solch einem Fall ist
H.(y) unabhiingig von der Wahrscheinlichkeitsverteilung bei den
Eingabezeichen und ist durch — X p; log p« gegeben, wobei die p;
die Werte der Ubergangswahrscheinlichkeiten von jedem Eingabe-
zeichen sind. Die Kanalkapazitit ist

Max [H(y) — Hz(y)]

= Max H(y) + = p; log p:.
Das Maximum von H(y) ist eindeutig log m, wobei m die Anzahl
von Ausgabezeichen ist, weil es moglich ist, diese alle gleich wahr-
scheinlich zu machen, indem man auch die Eingabezeichen gleich
wahrscheinlich macht, Die Kanalkapazitiit ist daher

C = log m + 3 p; log pi.
In Abb. 12a wire sie

C =log 4 — log 2 = log 2.
Dies konnte erreicht werden, indem man nur das erste und das
dritte Zeichen benutzt. In Abb. 12b ist
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C=Iog4—-§-log3 ~ 5 log 6
=log4 — log 3 -%10g2
=log § 2.
In Abb. 12¢ schlieBlich ist
C=log3--:-log2—-:-log3-v}logﬁ
sl ey
2% 3 6t °
Angenommen, die Zeichen sind so in verschiedene Gruppen einge-
teilt, daB eine Storung niemals die Ursache dafiir ist, dafB ein Zei-
chen einer Gruppe fdlschlich fiir ein Zeichen aus einer anderen
Gruppe gehalten wird. Wenn die Kapazitiit fiir die n-te Gruppe C»
ist (in bit pro Sekunde), wenn nur die Zeichen dieser Gruppe be-
nutzt werden, dann ist leicht ersichtlich, daB, um alle Gruppen
zusammen so gut wie mdoglich zu benutzen, die Gesamtwahrschein-
lichkeit P, aller Zeichen der n-ten Gruppe
2.
Z20

= log

Pn=

sein muB.

Innerhalb einer Gruppe ist die Wahrscheinlichkeit geradeso verteilt,
als ob diese die einzigen benutzten Zeichen wiren. Die Kanalkapa-
zitit ist dafilir

C = log Z2%,

17. Ein Beispiel effizienter Codierung

Das folgende Beispiel ist, obwohl es etwas kiinstlich ist, ein Fall,
bei dem die genaue Anpassung an einen gestorten Kanal moglich ist.
Es gibt zwei Kanalzeichen, 0 und 1, und die Storung beeinflufit sie
in Blocken von sieben Zeichen. Ein solcher Siebener-Block wird ent-
weder fehlerfrei libertragen oder aber es ist genau ein Zeichen der
sieben falsch. Diese acht Mdoglichkeiten sind gleich wahrscheinlich.
Wir haben :
C = Max [H(y) — H.(y)]
=3 [7+ ¢ log 4]
= 1 bit/Zeichen.

Ein effizienter Code, der die vollstindige Berichtigung der Fehler
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und die Ubertragung mit der Rate C erlaubt, ist der folgende (der
nach einer Methode von R. Hamming gefunden wurde):

Ein Block mit sieben Zeichen sei X,, X,, + - - , X;. Von diesen
sind X;, X;, X und X, Nachrichtenzeichen und willkiirlich durch
die Quelle ausgewihlt, Die anderen drei sind redundant und wer-
den wie folgt errechnet:

X, wird benutzt, um « = X, + X; + X, + X, geradzahlig zu machen,
X, wird benutzt, um g = X, + X, + X, + X, geradzahlig zu machen,
X, wird benutzt, um y = X, + X, + X, + X, geradzahlig zu machen.

Wenn ein solcher Block empfangen wird, werden o, 8 und y berech-
net, dabei werden gerade Zahlen "Null" und ungerade Zahlen "Eins"
genannt. Die Bindrzahl o« B y ergibt dann den Index des Zeichens
X;, das falsch ist (wenn sich 0 ergibt, dann war kein Fehler vor-
handen).!!)

1) Fiir einige weiteren Beispiele der selbstkorrigierenden Codes siche M. J. E. Golay,
"Notes on Digital Coding”, Proceedings of the Institute of Radio Engineers, Bd. 37,
No. 6, Juni 1949, Seite 637.
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Wir betrachten nun den Fall, in dem die Signale oder die Nachrich-
ten oder beide kontinuierlich variabel sind, im Gegensatz zu der
digkreten Art, die wir bisher angenommen haben. Bis zu einem ge-
wissen Grad kann der kontinuierliche Fall durch einen GrenzprozeB
aus dem diskreten Fall erhalten werden, indem man das Kontinuum
der Nachrichten und Signale in eine groBe, jedoch endliche Anzahl
kleiner Bereiche aufteilt und die verschiedenen Parameter auf eine
diskrete Basis bezieht. Wenn die GroBe der Bereiche verringert
wird, ndhern sich diese Parameter im allgemeinen als Grenzwerte
den tatséchlichen Werten fiir den kontinuierlichen Fall. Es treten
jedoch einige neue Effekte auf und auch eine allgemeine Anderung
der Beurteilung in Richtung auf eine Spezialisierung der allgemei-
nen Ergebnisse fiir besondere Fille.

Wir werden im kontinuierlichen Fall nicht versuchen, unsere Er-
gebnisse mit der groften Allgemeinheit zu erzielen oder mit der
extremen Strenge der reinen Mathematik, da das einen hohen Grad
an abstrakter Theorie der Messungen voraussetzen und den roten
Faden der Analyse zerreiBen wiirde. Eine friihere Studie zeigt je-
doch, daB die Theorie auf eine vollstindig axiomatische, strenge
Weise formuliert werden kann, die beide Fille, den kontinuierli-
chen und den diskreten, und sogar viele andere Fille einschliefit.
Die gelegentlichen Freiheiten, die bei den Grenzwert-Bildungen in
der vorliegenden Analyse in Anspruch genommen werden, sind in
allen Fillen von praktischem Interesse gerechtfertigt.

18. Mengen und Ensembles von Funktionen

Im kontinuierlichen Fall haben wir mit Mengen und Ensembles von
Funktionen zu tun. Eine Menge von Funktionen ist, wie der Name
schon sagt, nur eine Klasse oder Sammlung von Funktionen, nor-
malerweise von Funktionen einer Variablen, der Zeit. Sie kann be-
schrieben werden, indem man eine explizite Darstellung der ver-
schiedenen Funktionen innerhalb der Menge gibt, oder implizit, in-
dem eine Eigenschaft angegeben wird, die die Funktionen der Men~
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ge auszeichnet und die andere nicht besitzen. Einige Beispiele sind:
1. Die Menge der Funktionen
folt) = sin (¢ + 8).

Jeder einzelne Wert von ¢ bestimmt eine besondere Funktion in-
nerhalb der Menge.

2. Die Menge aller Funktionen der Zeit, die keine Frequenzen von
mehr als W Perioden pro Sekunde enthalten.

Die Menge aller Funktionen, die in der Bandbreite W und in der
Amplitude durch A begrenzt sind.

2]

4, Die Menge aller englischen Sprachsignale als Funktionen der
Zeit.

Ein Ensemble von Funktionen ist eine Menge von Funktionen zusam-

men mit einem Wahrscheinlichkeitsmafl, wobei wir die Wahrschein-

lichkeit einer Funktion der Menge mit gewissen Eigenschaften be-

stimmen kénnen.!) Zum Beispiel mit der Menge

fa(t) = sin (¢ + @)
kionnen wir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir 4, etwa P(4),
angeben. Die Menge wird dann zu einem Ensemble.
Einige weitere Beispiele fiir Ensembles von Funktionen sind:

1. Eine endliche Menge von Funktionen fi(t) (k=1,2, -+ + -, n),
wobei fi die Wahrscheinlichkeit p hat.’
2. Eine endlichdimensionale Familie von Funktionen
flas, agy = = ¢ anj B)
mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Parameter ai:
plag, * * *  an).
Oder wir konnten das Ensemble betrachten, das durch

n
flay, ~ <, Guy b1, - - -, 003 1) = Z:la,, sin n(wt + 0.)

definiert wird, wobei die Amplituden a; normal und unabhingig
voneinander und die Phasen #; einheitlich (von 0 bis 2x) und
auch unabhiingig voneinander verteilt sind.

1} In der mathematischen Terminologie gehoren die Funktionen zu einem Mafiraum,
dessen Gesamtmaf die Einheit ist,
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3. Das Ensemble
. +o .
sin 7(2Wi — n)
i b} = . ——
floy 0 = Zan S E
wobei die a;-Werte normal verteilt und unabhingig sind, alle
mit derselben Standardabweichung \/N. Dies ist eine Darstel-
lung des weiien Rauschens, mit der begrenzten Bandbreite zwi-
schen 0 und W Perioden pro Sekunde und einer mittleren Lei-
stung von N, ?)

4. Nehmen wir an, es seien Punkte auf der ¢-Achse verteilt, ent-
sprechend einer Poisson-Verteilung. Fiir jeden ausgewihlten
Punkt wird die Funktion f(¢) verschoben, und die verschiedenen
Funktionen werden addiert, die dann die Gruppe

L2+t

ergeben, wobei iy die Punkte der Poisson-Verteilung sind. Die-
se Gruppe kann als eine Art Impuls- oder Punktstérung betrach-
tet werden, bei der alle Impulse gleich groB sind.

5. Die Menge der englischen Sprachfunktionen mit dem Wahrschein-
lichkeitsmaB, das durch die Hiufigkeit des Vorkommens im Nor-
malfall gegeben ist.

Ein Ensemble von Funktionen f.(t) ist stationir, wenn sich dassel-
be Ensemble ergibt, falls alle Funktionen um eine beliebige Zeit-
spanne verschoben werden., Das Ensemble

fo(t) =sin (¢t + 6)
ist stationdr, wenn ¢ gleichmiBig zwischen 0 und 2x verteilt ist.
Wenn wir jede Funktion um ¢, verschieben, erhalten wir

folt + &) =sin (t + ¢, + 6)
=sin (t + ¢)

mit einer Phase ¢, die einheitlich von 0 bis 2 verteilt ist. Jede
Funktion hat sich gefindert, jedoch das Ensemble als Ganzes ist in-

2) Diese Darstellung kann als eine Definition von weiflem Rauschen mit begrenzter Band-
breite benutzt werden. Sie hat gewisse Vorteile darin, daf hier weniger Grenzwert-
Operationen einbezogen werden, als es bei Definitionen notwendig ist, die frither be-
nutzt worden sind. Der Name “weifies Rauschen”, der bereits in der Literatur seinen
festen Platz hat, ist vielleicht etwas ungliicklich. In der Optik bedeutet weifies Licht
entweder jedes kontinuierliche Spektrum als Gegensatz zu einem Linien-Spektrum,
oder ein Spektrum, das mit zunehmender Wellenlinge abfillt (was nicht dasselbe ist -
wie ein Spektrum, das mit zunehmender Frequenz abfillt).
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variant gegeniiber der Verschiebung. Die anderen Beispiele, die
oben gegeben wurden, sind ebenfalls stationir.

Ein Ensemble ist ergodisch, wenn es stationdr ist und es keine sta-
tionire Untermenge der Funktionen in der Menge gibt, mit einer
Wahrscheinlichkeit, die verschieden ist von 0 und 1. Das Ensemble

sin (¢t + 6)
ist ergodisch. Keine Untermenge dieser Funktion mit der Wahr-

scheinlichkeit 0 oder 1 lHRt sich bei beliebigen Zeitverschiebungen
in sich selbst liberfiihren. Andererseits ist das Ensemble

asin (¢t + 6),

wobei a normal und ¢ gleichmiBig verteilt ist, zwar stationiir, aber
nicht ergodisch. Die Untermenge dieser Funktionen mit a zwischen
0 und 1 ist beispielsweise stationiir und hat eine Wahrscheinlichkeit,
die nicht gleich 0 oder 1 ist.

Von den gegebenen Beispielen sind 3 und 4 ergodisch und 5 kann
vielleicht als ergodisch betrachtet werden. Wenn ein Ensemble er-
godisch ist, konnen wir grob sagen, dafi jede Funktion aus der Men-
ge typisch fiir das Ensemble ist. Genauer gesagt: Bel einem ergo-
dischen Ensemble ist der Durchschnitt einer beliebigen Statistik
iiber das Ensemble gleich (mit der Wahrscheinlichkeit 1) dem Durch-
schnitt iiber alle Zeitverschiebungen einer bestimmten Funktion aus
dem Ensemble,’) Vereinfacht ausgedriickt: Von jeder Funktion kann
erwartet werden, daB sie, iiber eine bestimmte Zeit, aus einer Fal-
tung mit einer beliebigen Funktion aus diesem Ensemble mit ihrer
eigenen Frequenz hervorgeht.

Genauso, wie wir verschiedene Operationen an Zahlen oder Funk-
tionen vornehmen kinnen, um neue Zahlen oder Funktionen zu er-
halten, kénnen wir auch Operationen an Ensembles durchfithren,

um neue Ensembles zu erhalten. Angenommen, wir haben ein En-

3) Dies ist der berithmte Ergoden-Lerhsatz, oder eher ein Aspekt dieses Lehrsatzes, der
etwas anders formuliert von Brikhoff bewiesen wurde sowie durch Neumann und
Koopman und anschliefiend verallgemeinert von Wiener, Hopf, Hurewicz und anderen.
Die Literatur iiber die Ergodentheorie ist ziemlich umfangreich, und der Leser wird
auf die Schriften dieser Autoren hingewiesen, wenn er genaue und allgemeine Formu-
lierungen erwartet; z. B. E. Hopf "Ergodentheorie”, Ergebnisse der Mathematik und
ihrer Grenzgebiete, Bd, 5;7°On Causality Statistics and Probability”, Journal of Mathe-
matics and Physics, Bd. XIII, No. 1, 1934; N. Wiener ""The Ergodic Theorem™, Duke
Mathematical Journal, Bd. 5, 1939.
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semble von Funktionen f,(t) und einen Operator T, der aus jeder
Funktion f.(t) eine Funktion g,(t) erzeugt:

g« (t) = Tfal(t).

Das Wahrscheinlichkeitsmag ist fiir die Menge g.(t) durch jenes fiir
das Ensemble f,(t) definiert. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine be-
stimmte Untermenge der g.(f)-Funktionen ist gleich derjenigen fiir
die Untermenge der fo(t)-Funktionen, die die betreffenden g-Funk-
tionen unter der Operation T erzeugen. Physikalisch bedeutet das,
daf} das Ensemble von Funktionen irgendeine technische Einrichtung
passiert, z.B. einen Filter, einen Gleichrichter oder einen Modula-
tor. Die Ausgabefunktionen der Einrichtung erzeugen das Ensemble

ga(t).

Eine solche Einrichtung oder ein Operator T wird invariant genannt,
wenn, falls die Eingabephasen verschoben werden, auch die Ausga-
be nur eine Verschiebung erfihrt, d.h. wenn die Gleichung

ga{t) = Tfa(t)
die folgende Gleichung mit einbezieht:

galt + t,)) = Tfa(t + t,),

und zwar fiir jedes f.(t) und jedes ¢,. Es ist leicht ersichtlich (sie-
he Anhang 5), daB3, wenn T invariant und das Eingabeensemble sta-
tiondr ist, auch das Ausgabeensemble stationir ist. Ebenso wird,
wenn die Eingabe ergodisch ist, auch die Ausgabe ergodisch sein.

Ein Filter oder ein Gleichrichter ist gegeniiber allen Zeitverschie-
bungen invariant. Die Operation der Modulatoren ist es nicht, da
die Trigerphase eine gewisse Zeitstruktur vorgibt. Allerdings ist
die Modulation fiir Zeitverschiebungen, die ein Vielfaches der Peri-
ode der Trigerfunktion sind, invariant.

Wiener hat die enge Beziehung zwischen derInvarianz physikalischer
Einrichtungen unter Zeitverschiebung und der Fourier-Theorie her-
vorgehoben. *) Er hat tatsichlich gezeigt, daB, wenn eine Einrich-

4) Die Kommunikationstheorie verdankt Wiener einen Grofteil ihrer fundamentalen
Philosophie und Theorie. Sein klassischer NDRC-Report, The Interpolation, Extra-
polation, and Smoothing of Stationary Time Series (Wiley, 1949), enthilt die erste
klare Formulierung der Kommunikationstheorie als ein statistisches Problem, eine
Studie tiber Operationen an Zeitfolgen. Dieses Werk, obwohl es sich hauptsichlich
mit der linearen Vorhersage und mit Filterproblemen beschiftigt, ist eine wichtige
zusitzliche Beziehung in Verbindung mit diesem Buch. Wir kénnen auch auf Wieners
Cybernetics (Wiley, 1948) Bezug nehmen, das die allgemeinen Probleme von Kommu-
nikation und Regelung behandelt.

. “u""
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tung sowohl linear als auch invariant ist, die Fourier-Analyse dann
das richtige mathematische Werkzeug ist, um das Problem zu be-
handeln.

Ein Ensemble von Funktionen ist die geeignete mathematische Dar-
stellung der Nachrichten, die von einer kontinuierlichen Quelle (z.B.
bei der Sprache) erzeugt werden, der von einem Sender gelieferten
Signale und der Storungen. Die Kommunikationstheorie behandelt
eigentlich, wie von Wiener betont worden ist, nicht die Operationen
an speziellen Funktionen, sondern die Operationen an Ensembles
von Funktionen. Ein Kommunikationssystem wird nicht fiir eine ein-
zelne Sprachfunktion und noch weniger fiir eine Sinusfunktion ent-
worfen, sondern fiir das Ensemble der Sprachfunktionen.

19. Ensembles von Funktionen begrenzter Bandbreite

Wenn eine Funktion der Zeit f(t) eine Bandbreite von 0 bis W Peri-
oden pro Sekunde besitzt, so ist sie durch die im folgenden Lehr-
satz beschriebene Angabe ihrer Ordinaten als eine Reihe aus diskre-

1 s
ten Punkten im Abstand von 5z Sekunden vollstindig bestimmt. %

Lehrsatz 13: Wenn f(t) keine Frequenzen grofier als W enthdlt,
dann ist
5 sin 7(2Wt — n)
J® = 2.X. Wt =)
mit
T
%=1 (3w )

In dieser Entwicklung ist f{t) als eine Summe von orthogonalen

Funktionen beschrieben. Die Koeffizienten X, der verschiedenen
Glieder konnen als Koordinaten in einem unendlich dimensionalen
"Funktionenraum" betrachtet werden. In diesem Raum entspricht
jede Funktion genau einem Punkt und jeder Punkt einer Funktion.

Eine Funktion kann nachweislich als auf eine Zeit T begrenzt be-
trachtet werden, wenn alle Ordinaten X, auBlerhalb dieser Zeit-
spanne Null sind. In diesem Fall werden alle bis auf 2T'W der Ko-
ordinaten Null sein. Daher entsprechen Funktionen, die durch eine

5) Zum Beweis dieses Lehrsatzes und fitr weitere Diskussionen siehe die Abhandlung des
Autors ”Communication in the Presence of Noise”, die publiziert wurde in den Pro-
ceedings of the Institute of Radio Engineers, Bd. 37, No. 1, Jan. 1949, Seite 10-21.
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Bandbreite W und eine Zeitdauver T begrenzt sind, den Punkten in
einem Raum von 27'W Dimensionen.

Eine Untermenge der Funktionen der Bandbreite W und Dauer T
entspricht einem Gebiet in diesem Raum. Z.B. entsprechen die
Funktionen, deren Gesamtenergie kleiner oder gleich E ist, den
Punkten in einer 2TW-dimensionalen Kugel mit dem Radius
r=-/2WE.

Ein Ensemble von Funktionen mit begrenzter Dauer und Bandbreite
wird durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p(z;, + « - , Za) in
dem entsprechenden n-dimensionalen Raum dargestellt, Wenn das
Ensemble nicht zeitbegrenzt ist, kdnnen wir sagen, daB die 2TW -
Koordinaten in einem gegebenen Zeitintervall T' im wesentlichenden
Teil der Funktion innerhalb T darstellen und die Wahrscheinlich-
keitsverteilung p(z,, - - * , z,) die statistische Struktur des En-
sembles fiir Intervalle jener Dauer angibt.

20. Entropie einer kontinuierlichen Verteilung

Die Entropie fiir einen Satz diskreter Wahrscheinlichkeiten p,
*+ , Pa ist definiert worden als
H= - zp.- log p:.

In einer entsprechenden Weise definieren wir die Entropie einer
kontinuierlichen Verteilung mit der Dichte -Verteilungsfunktion p(z)
als

H= --f p(z) log p(z) dx.
Mit einer n-dimensionalen Verteilung p(z,, -.- -, z,) haben wir
H= ~f-- -fp(:m“ - za) log p(zy, - - -, ®a) day * + - dZa

Wenn wir zwei Argumente z und y (die selbst vieldimensional sein
konnen) haben, sind die Gesamtentropien und die bedingten Entro-
pien von p(z, ¥) gegeben durch

H(z,y) = —ffp(z, ) log p(z, y) dx dy
und

Ll »,y)
H.(y) = ffp(fc,y) log 35 dx dy

@) = - [[p,3) log 280 4z ay
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p() = f p(z, y) dy
p@) = [p(z,9) da.

Die Entropien kontinuierlicher Verteilungen haben die meisten (je-

doch nicht alle) Eigenschaften des diskreten Falles. Im besonderen

gilt folgendes:

1. Wenn z auf ein bestimmtes Volumen v in seinem Raum begrenzt
ist, so ist H(z) dann ein Maximum und gleich dem log v, wenn

p(z) konstant den Wert (%) in dem Volumen hat,

2. Mit zwei beliebigen Variablen z und y wird
H(z,y) < H(z) + H(y)

bei Gleichheit, wenn (und nur dann, wenn) = und y unabhiingig
voneinander sind, d.h. p(x,y) = p(z) p(y) (abgesehen von einer
mdglichen Menge von Punkten mit der Wahrscheinlichkeit Null).

3. Man betrachte eine verallgemeinerte Mittelwertoperation der
folgenden Art
P'(v) = [a(z,y) p(z) dz
mit
fa(:v, v) dz =fa(z, y)dy =1, a(z,y) 2 0.

Dann ist die Entropie der Durchschnittsverteilung p’(y) gleich
oder grifer als jene der urspriinglichen Verteilung p(z).

o

Es gilt

H(z,y) = H(z) + H,(y) = H(y) + H,(z)
und
H.(y) < H(y).

5. Nehmen wir an, p(z) sei eine eindimensionale Verteilung., Fiir
eine maximale Entropie ergibt sich eine GauBsche Form fiir p(z),
wenn die Standardabweichung von z auf den Wert ¢ beschrinkt
ist.

Um dies zu zeigen, miissen wir

H() = ~ [p(z) log p(a) da
maximieren mit

o? =fp(x)x’ dz und 1 =fp(:c} dx
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als Einschrinkungen. Dies erfordert nach der Variationsrech-
nung die Maximierung von

[1- 5(z) log p@ + Mp(@a* + wp(@)] da.
Als Bedingung dafiir gilt
—1—logp(z) +Ar*+pn=20

und daraus folgt (indem man die Konstanten anpaBt, um den Be-
schrinkungen zu geniigen)

e—(#12eY

p(z) =

2r o

Auf gleiche Weise lautet das fiir n Dimensionen, wenn die Mo-
mente zweiter Ordnung von p(z,, - + -, z,) durch A;; festge-
setzt sind:

Assﬂf"'fx«xm(x‘,‘-‘,x,) dz, - - - dz,.

Dann ergibt sich die maximale Entropie (durch eine gleichartige
Berechnung), wenn p{z,, - * -, z,) die n-dimensionale GauBische
Verteilung mit den Momenten zweiter Ordnung A;; ist.

6. Die Entropie einer eindimensionalen Gaufischen Verteilung mit
der Standardabweichung ¢ ist gegeben durch

H(z) = log \/ 2xe o.
Dies wurde wie folgt berechnet:

@) = —m
2 v
— log p(z) = log27 ¢ + E:?z-

H(z) = - [p(a) log p(a) da
= [p(z) logv/Zr o dz+fp(x)-?2£§-d::
=10g\/§1—rcr + E‘T—:;
=logv2re +log/ e
= log+/2reo.

In Ghnlicher Art ist die n-dimensionale GauBlsche Verteilung mit
der zugehorigen quadratischen Form a;; gegeben durch

1m0 = 2t e (- 2

r(:’.'z ']

und die Entropie kann berechnet werden:
H = log (2xe)"? | ai; |7},
wobei |a;; | die Determinante mit den Elementen a; ist.

. Wenn z auf eine Halbachse (p(z) = 0 fiir x < 0) beschrinkt ist

und das erste Moment von = auf a festgelegt ist
a= fo p(z)z dz,
dann erscheint die maximale Entropie, wenn
- ...l._ ~(z/a)
D) g
und ist gleich dem log ea.

Es besteht nun ein wichtiger Unterschied zwischen den kontinuier-
lichen und den diskreten Entropien. Im diskreten Fall mifit die
Entropie auf eine absolure Art die Zufilligkeit der Zufallsvaria-
blen. Im kontinuierlichen Fall ist das MaB relativ zum Koordina-
tensystem. Wenn wir die Koordinaten verdndern, wird sich die
Entropie im allgemeinen auch verindern. Tatsichlich ist die
neue Entropie, wenn wir zu Koordinaten ¥, - - - y, iibergehen,
gegeben durch

H(y) =f"‘fp($1“'xu)-7(%')
logp(:n'":t..)J(-;-)dyn"‘dyn

wobei J (E) die Jakobi-Determinante der Koordinatentransfor-

mation ist. Wenn wir den Logarithmus entwickeln und die Varia-
blen umbenennen in #, * * - T, dann erhalten wir

H(y)=H(z)—f~--fp(x;,'",z.)logJ(i)dz;-"dx,..

Dadurch ist die neue Entropie gleich der alten Entropie minus
dem erwarteten Logarithmus der Jakobi-Determinante, Im kon-
tinuierlichen Fall kann die Entropie als ein MaB der Zufdllig-
keit relativ zu einem angenommenen Standard angesehen werden,
nimlich zu dem Koordinatensystem, das gewihlt wurde, wobei
jedes kleine Volumenelement dz, + - - dz, gleiches Gewicht hat.
Wenn wir das Koordinatensystem indern, mifit die Entropie in
dem neuen System die Zufilligkeit, wenn gleichen Volumenele~
menten dy, * - - dy» in dem neuen System gleiches Gewicht ge-
geben ist.
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Trotz dieser Abhéingigkeit vom Koordinatensystem ist der Be-
griff der Entropie im kontinuierlichen Fall genauso wichtig wie
im diskreten Fall. Dies ist darauf zuriickzufilhren, dafB die her-
geleiteten Begriffe der Informationsrate und der Kanalkapazitit
aus der Differenz zweier Entropien gebildet werden und diese
Differenz nicht vom Koordinatensystem abhingt, da sich jedes
der beiden Glieder um denselben Betrag indert.

Die Entropie einer kontinuierlichen Verteilung kann negativ sein.
Der Mafistab setzt einen willkiirlichen Nullpunkt fest, dem eine
einheitliche Verteilung iiber ein Einheitsvolumen entspricht. Eine
Verteilung, die mehr als diese beschrinkt ist, hat eine geringe-
re Entropie und mufl negativ sein. Die Raten und Kapazititen
werden jedoch immer nicht-negativ sein.

9. Ein spezieller Fall einer Verinderung der Koordinaten ist die
lineare Transformation

Yi = 2; a55T:.

In diesem Fall ist die Jakobi-Determinante einfach |a;; [* und
H(y) = H(z) + log | ay; |.

Im Fall einer Drehung der Koordinaten (oder jeder das Maf er-
haltenden Transformation) ist /=1 und H(y) = H (x).

21. Entropie eines Ensembles von Funktionen

Nehmen wir ein ergodisches Ensemble von Funktionen an, die auf
eine bestimmte Bandbreite von W Perioden pro Sekunde begrenzt
sind. Es sei

play, -, )

die Funktion der Dichteverteilung fiir die Amplituden z, * * * 2, bei
n aufeinanderfolgenden Probepunkten. Wir definieren die Entropie
des Ensembles pro Freiheitsgrad mit

7 2 1
H =--L1r£r. o f‘--fp(x,,‘-',x,.)
log p(zy, - - -, za) doy - - - dZa.

Wir konnen auch eine Entropie H pro Sekunde dadurch definieren,
dafl wir nicht durch n, sondern durch die Zeit T in Sekunden fiir n
Abtastwerte dividieren. Da n = 2TW ist, wird H = 2WH".

Fiir weiBes thermisches Rauschen entspricht p einer GauBschen
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Verteilungskurve und wir haben

H’ = log \/ 2neN,

H =W log 2neN.

Fiir eine gegebene Durchschnittsleistung N hat das weiBle Rauschen
die maximal mogliche Entropie. Dies ergibt sich aus den maximie-
renden Eigenschaften der oben erwihnten GauBlschen Verteilung.

Die Entropie fiir einen kontinuierlichen stochastischen ProzeB hat
viele Eigenschaften, die analog sind zu jenen fiir diskrete Prozes-
se. Im diskreten Fall war die Entropie verbunden mit dem Loga-
rithmus der Wahrscheinlichkeit langer Folgen und mit der Anzahl
von einigermafBen wahrscheinlichen Folgen grofier Linge. Im kon-
tinuierlichen Fall steht sie auf Zhnliche Art in Beziehung zu dem Lo-
garithmus der Wahrscheinlichkeitsdichte einer langenFolge vonPro-
bewerten und dem Volumen einer einigermaBen hohen Wahrschein-
lichkeit im Funktionenraum. Genauer gesagt, wenn wir p(zy, - - -,
z,) kontinuierlich in den z; fiir jedes n annehmen, dann ist fiir ge-
niigend grofie n

RS-
n

fiir alle méglichen (2, - - - , x,), abgesehen von einer Menge, de-
ren Gesamtwahrscheinlichkeit kleiner als & ist, wobei & und ¢ be-
liebig klein sind. Dies ergibt sich aus dem ergodischen Verhalten,
wenn wir den Raum in eine groe Anzahl kleiner Elemente auftei-
len.

Die Beziehung zwischen H und dem Volumen kann wie folgt be-
schrieben werden: Unter den gleichen Voraussetzungen betrachte
man den n-dimensionalen Raum, der der Verteilung plz,, « - -, )
entspricht. V,(q) sei das kleinste Volumen in diesem Raum, das
in seinem Innern eine Gesamtwahrscheinlichkeit g enthilt.

Dann ist

¥

Lim 1670 _

n—

vorausgesetzt, ¢ ist nicht gleich 0 oder 1,

Diese Ergebnisse zeigen, daB fiir grofe n ein ziemlich gut defi-
niertes Volumen (zumindest im logarithmischen Sinn) von hoher
Wahrscheinlichkeit existiert und daf innerhalb dieses Volumens
die Wahrscheinlichkeitsdichte verhiiltnismiBig einheitlich ist (wie-
derum im logarithmischen Sinn).
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Im Fall des weiBlen Rauschens ist die Verteilungsfunktion gegeben
durch
1

PRy -, &a) = "(“i}‘lefj'wT exp — o b2
Da dies nur von Xz} abhingig ist, sind die Flichen gleicher Wahr-
scheinlichkeitsdichte Kugelflichen und die gesamte Verteilung hat
eine kugelfdrmige Symmetrie. Der Bereich hoher Wahrscheinlich-
keit ist eine Kugel mit dem Radius \/nN. Fiir n-» o nihert sich
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB man sich auSerhalb einer Kugel
mit dem Radius \/n(N + ¢) befindet, dem Wert Null, unabhiingig

davon, wie klein ¢ ist, und % mal dem Logarithmus vom Volumen
der Kugel nihert sich log ~/2weN.

Im kontinuierlichen Fall ist es vorteilhaft, nicht mit der Entropie
H eines Ensembles zu arbeiten, sondern mit einer abgeleiteten
GroBe, die wir die Entropieleistung nennen, Sie wird definiert als
die Leistung eines weiflen Rauschens, das mit derselben Bandbrei-
te begrenzt ist wie das urspriingliche Ensemble und das dieselbe
Entropie besitzt. In anderen Worten, wenn H’ die Entropie eines
Ensembles ist, ist seine Entropieleistung

" '
Ny S5 SXP 2H’.

In der geometrischen Anschauung bedeutet dies, daB das Volumen
hoher Wahrscheinlichkeit durch das Quadrat des Radius einer Ku-
gel mit dem gleichen Volumen gemessen wird. Da das weiBe Rau-
schen die maximale Entropie fiir eine gegebene Leistung besitzt,
ist die Entropieleistung einer beliebigenStorung kleiner oder gleich
ihrer tatsichlichen Leistung.

22. Entropieverluste in linearen Filtern

Lehrsatz 14: Wenn ein Ensemble, das pro Freiheitsgrad innerhalb der
Bandbreite W eine Entropie H, besitzt, durch einen Filter mit der Cha-
rakteristik Y(f) geschickt wird, hat das Ausgabeensemble eine Entropie

Hy = Hy+ [ log | Y(f) [df.

Die Operation des Filters ist im wesentlichen eine lineare Koordi~
natentransformation. Wenn wir uns an die verschiedenen Frequenz-
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komponenten als das urspriingliche Koordinatensystem erinnern,
sind die neuen Frequenzkomponenten nur die alten, die mitbestimm-
ten Faktoren multipliziert wurden. Die Matrix der Koordinaten-
transformation hat daher im wesentlichen eine Diagonalform fiir
diese Koordinaten. Die Jakobi-Determinante dieser Transforma-
tion ist (fiir » Sinus- und n Cosinuskomponenten)

J=‘I:II|YU,-) [*=exp Zlog | Y() |2,

wobei die f; gleichmiBig iiber die Bandbreite W verteilt sind, Dies
wird im Grenzfall

exp 35 [ log | Y() 4.

Da J konstant ist, hat sein Durchschnittswert dieselbe GroBe, und
wendet man den Lehrsatz iiber die Anderung der Entropie bei einer
Anderung der Koordinaten an, dann folgt dieses Ergebnis.

Wir knnen es auch im Sinne der Entropieleistung ausdriicken. Dann
ergibt sich die Entropieleistung des zweiten Ensembles, wenn die
des ersten Ensembles N, ist, zu

Niexp —%;fwlog | Y() 12df.

Die endgiiltige Entropieleistung ist die anfingliche Entropieleistung,
multipliziert mit der geometrisch gemittelten Verstirkung durch
das Filter. Wenn die Verstirkung in db gemessen wird, dann wird
die Ausgabe-Entropieleistung um die arithmetisch gemittelte db-
Verstirkung dividiert durch W vergriBert.

In Tabelle I ist der Verlust an Entropieleistung fiir eine Anzahl von
idealisierten Verstirkungs-Charakteristiken errechnet worden (und
auch in db ausgedriickt). Auch die Impuls-Durchlagkurven dieser
Filter sind fiir W = 2r gegeben, mit einer Phase, die als Null an-
genommen wurde.

Der Verlust an Entropie fiir viele andere Fille kann aus diesen Er-
gebnissen abgeleitet werden. Zum Beispiel ist der Entropie-Lei~

stungsfaktor e—l’ des ersten Falles auch auf jede beliebige Verstir-

kungscharakteristik anzuwenden, die von 1 — o durch eine das Mafi
erhaltende Transformation der w-Achse erzielt wird. Insbesondere
hat eine linear anwachsende Verstirkung G(w) = o oder eine Sige-
zahn-Charakteristik zwischen 0 und 1 denselben Entropieverlust.
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Tabelle |
Faktor der Verstiirkung der]
Verstirkungsfaktor Entropie- Entropielei Impuls-DurchlaBkurve
leistung in Dezibel
1
1 sin?rt
P=f === — -8,68 i R
E e? ! (rt)2
0 @ 1
1
- S 2\* siNt cost
telsanr (%) -5,32 ?[—;' - _z]
t t
° @ 1
1
T &
1= @? e 0,304 —_— s[gost 1_cost, 5mt]
14 2t2 t?
0% i
1
.\- 2 Jy (L)
LR
= > (%) - 2,66 EE —'.:—.—..
0% 1
1
1 1
e—"-' -8,68a W[COS('I*Q’H--COS‘]
L
°T % [

Die reziproke Verstirkung hat den reziproken Faktor. Dadurch er-
1

gibt sich bei — der Faktor ¢*. Eine Erhohung der Verstirkung fiir

irgendeine Leistung erhdht auch den Faktor dieser Leistung.

23. Die Entropie der Summe zweier Ensembles

Wenn wir zwei Ensembles von Funktionen f.(t) und gs(£) haben,
kdnnen wir ein neues Ensemble durch "Addition" bilden. Angenom-~
men, das erste Ensemble habe die Wahrscheinlichkeitsdichte ~-Funk-
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tion p(zy, * + - , z,) und das zweite g(=z,, - -+, z,). Dann ist die
Dichtefunktion fiir die Summe gegeben durch die Faltung der beiden
Funktionen:

(CRRE ST ARRY I CORERS
cq(@ =Yy, Ta — Yn) dys dys © - Ay

Physikalisch bedeutet das, dafl die Storungen oder die Signale, die
von den urspriinglichen Ensembles von Funktionen dargestellt wer-
den, addiert werden.

Das folgende Ergebnis ist in Anhang 6 abgeleitet.

Lehrsatz 15: N, und N, seien die durchschnittlichen Leistungen von
zwei Ensembles und ihre Entropieleistungen seien Ny und N,. Dann ist
die Entropieleistung der Summe, N,, beschrinkt durch:

N.+N,<N; <N, +N..

Das weife (GauBRsche) Rauschen hat die besondere Eigenschaft, dag
es jedes andere Rauschen oder jedes Ensemble von Signalen, die zu
ihm addiert werden, absorbiert, mit einer resultierenden Entropie-
leistung, die niherungsweise gleich der Summe der Leistungen des
weiBen Rauschens und des Signals ist (ausgehend vom Durchschnitts -
wert des Signals, der normalerweise Null ist), vorausgesetzt, daB
die Leistung des Signals in gewisser Hinsicht gering ist, vergli-
chen mit dem Rauschen.

Betrachten wir den zugehdrigen Funktionenraum dieses Ensembles
mit n Dimensionen. Das weifle Rauschen entspricht der kugelfrmi-
gen GauBschen Verteilung der Wahrscheinlichkeitsdichte in diesem
Raum. Das Signalensemble entspricht einer anderen Wahrschein-
lichkeitsverteilung, nicht unbedingt der Gaufischen oder kugelftrmi-
gen. Die zweiten Momente dieser Verteilung iiber ihrem Schwer-
punkt seien ai;. Das bedeutet, wenn p(z;, + - - , ) die Funktion
der Dichteverteilung ist, daf

aj = [ [p(~ a) (i~ @) do -+ - dza,

wobei die «; die Koordinaten des Schwerpunkts sind, Nun hat a;;
eine positiv definite quadratische Form, und wir kénnen unser Ko-
ordinatensystem so drehen, daB es mit den Hauptachsen dieser Form
tbereinstimmt. a;; ist dann auf die diagonale Form b;; reduziert.



110 1II. Kontinuierliche Information

Wir verlangen, daB jedes b;; klein ist gegeniiber dem Wert N, dem
Quadrat des Radius der sphirischen Verteilung.

In diesem Fall ergibt das Faltungsintegral tiber Stdrung und Signal
eine annihernd GauBsche Verteilung, deren entsprechende quadra-
tische Form

N + by ist.
Die Entropieleistung dieser Verteilung ist
[(N + bis) '/
oder niherungsweise
= [(N)" + Zba(N)="]
=N+ ;1; Zby.

Der letzte Ausdruck ist die Signalleistung, wihrend der erste die
Leistung der Storung ist.

IV. Der kontinuierliche Kanal

24. Die Kapazitat eines kontinuierlichen Kanals

In einem kontinuierlichen Kanal werden die Eingabe- oder die liber-
tragenen Signale stetige Funktionen der Zeit f(t) sein, die zu einer
bestimmten Menge gehdren, und die Ausgabe- oder die empfangenen
Signale werden gestdrte Formen dieser Funktionen sein. Wir wer-
den nur den einen Fall behandeln, bei dem beide Signale, die gesen-
deten und die empfangenen, mit einer bestimmten Bandbreite W be-
grenzt sind. Sie selbst konnen dann fiir eine Zeit T durch 2TW Zah-
lenwerte beschrieben werden und ihre statistische Struktur durch
endlich dimensionale Verteilungsfunktionen. Daher wird die Statistik
der gesendeten Signale bestimmt werden durch

P(ay, * + + ,2a) = P(2)
und jene der Stirung durch die bedingte Wahrscheinlichkeitsvertei-

lung
P:v"'jl-(ylr' ";yn) =P=(y)'

Die Ubertragungsrate fiir die Information iiber einen kontinuierli-
chen Kanal ist auf eine Art definiert, die analog zu jener fiir einen
diskreten Kanal ist, nimlich

R = H(r) — Hy(2),
wobei H(z) die Entropie der Eingabe und H,(z) die Aquivokation
darstellt. Die Kanalkapazitit C ist als Maximalwert von R defi-
niert, wenn wir die Eingabe iiber alle mdglichen Gruppen variieren.
Das bedeutet, daB wir in einer endlichdimensionalen Niherung
P(x) = P(z,, - - *, zs) variieren miissen und von

_fP(x) log P(z) dz +ffp(x’ y) log Pf{)a(:,y!){) &z dy

das Maximum ermitteln.

Dies kann geschrieben werden als

f P(z,y) log ——-PZSE},%% dz dy,
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wobei die Tatsache genutzt wird, daB
f f P(z, y) log P(z) dz dy = f P(z) log P(z) dx.

Die Kanalkapazitit wird nun wie folgt ausgedriickt:

C = Lim Ma,x —-ffP{:c y) log P(:.,'('}}”?(!)y) dz dy.

T

Es ist bei dieser Form offenkundig, daf R und ¢ vom Koordina-
tensystem unabhingig sind, da der Zihler und der Nenner in log
__“—"*PI{;(TPLEL} mit den gleichen Faktoren multipliziert wird, wenn = und
y auf eine beliebige Weise eins-zu-eins transformiert werden. Die-
ser Integralausdruck fiir C ist allgemeiner als H(z) — H,(z). Rich-
tig interpretiert (siehe Anhang 7), wird er immer existieren, wih~
rend H(xz) — H,(z) in einigen Fillen eine unbestimmte Forme — o0
annehmen kann, Dies kommt zum Beispiel vor, wenn x auf eine
Fliche beschrinkt ist, die weniger Dimensionen als n aufweist, bei
einer n-dimensionalen Niherung.

Wenn die logarithmische Basis, die bei der Errechnung von H(z)
und H,(z) benutzt wird, zwei ist, dann ist C die maximale Anzahl
von Bindrziffern, die pro Sekunde iiber den Kanal gesendet werden
kbnnen, mit einer beliebig kleinen Aquivokation, genau wie im dis-
kreten Fall, Physikalisch gesehen bedeutet das, dafl man den Signal~
raum in eine grofie Anzahl von geniigend kleinen Zellen aufteilt, so
daf} die Wahrscheinlichkeitsdichte P,(y), daB das Signal z in den .
Punkt y gestreut wird, innerhalb einer Zelle weitgehend konstant
ist (entweder fiir z oder fiir y). Wenn die Zellen als einzelne Punk-
te angesehen werden, ist diese Situation im wesentlichen dieselbe
wie bei einem diskreten Kanal, und die dort benutzten Beweise diir-
fen verwendet werden. Es ist jedoch physikalisch einleuchtend, daB
diese "Quantelung" des Volumens in einzelne Punkte in irgendeiner
praktischen Situation das endgiiltige Ergebnis nicht wesentlich ver-
dindern wird, vorausgesetzt, die Bereiche sind geniigend klein. Auf
diese Weise wird die eigentliche Kapazitiit als Grenzwert der Kapa-
zitdten fiir die diskreten Unterteilungen angesehen, und das ist ge-
nau die oben definierte kontinuierliche Kapazitit.

Von der Mathematik her kann nun zuerst gezeigt werden (siehe An-
hang 7), daB, wenn u die Nachricht ist, = das Signal, y das emp-
fangene Signal (gestért durch Rauschen) und v die daraus gewonne-
ne Nachricht, dann ist

H(z) — Hy(z) > H(u) — H,(u),
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gleichgiiltig, welche Operationen an ¥ durchgefiihrt werden, um z
zu erhalten, oder an y, um v zu erhalten. Deshalb wird die diskre-
te Ubertragungsrate fiir die Binirziffern nicht die von uns definier-
te Kanalkapazitit iibersteigen, wobei es gleichgiiltig ist, wie wir die
Bindrziffern codieren, um das Signal zu erzeugen, oder wie wir das
empfange Signal decodieren, um die Nachricht wiederzugewinnen.
Andererseits ist es unter sehr allgemeinen Bedingungen moglich,
ein Codiersystem zu finden, um Bindrziffern mit der Rate C' und
einer beliebig geringen Aquivokation oder Fehlerhiufigkeit zu iiber-
tragen. Das ist zum Beispiel dann der Fall, wenn zusammen mit
der Niherung eines endlich-dimensionalen Raumes zur Beschrei-
bung der Signalfunktionen P(z,y) in beiden Gréfen x und y stetig
ist, auBer in einer Menge von Punkten, deren Wahrscheinlichkeit
Null ist.

Ein wichtiger Spezialfall ergibt sich, wenn die St6rung zu dem Si-
gnal addiert wird und unabhingig von ihm ist (im Sinne der Wahr-
scheinlichkeit). Dann ist P.(y) nur eine Funktion der (Vektor-)
Differenz n = (y — r):

Pr(y} = Q(y Lo m):
und wir ktnnen der Storung eine bestimmte Entropie zuweisen (un-
abhingig von der Statistik des Signals), nimlich die Entropie der
Verteilung @ (n). Diese Entropie wird durch H{(n) gekennzeichnet.

Lehrsatz 16: Wenn Signal und Storung unabhdingig voneinander sind und
das empfangene Signal die Summe des gesendeten Signals und der St6-
rung ist, dann ist die Ubertragungsrate

R =H(y) — H(n),
d. h. die Entropie des empfangenen Signals minus der Entropie der Sto-
rung. Die Kanalkapazitit ist

C = Max H(y) — H(n).
Piz}

Da y =z + n ist, wird

H(x,y) = Hl(z,n).
Schreibt man die linke Seite um und benutzt man die Tatsache, daf
z und n unabhiingig voneinander sind, dann ist

H(y) + H,(z) = H(z) + H(n).
Daraus folgt

R = H(z) — Hy(x) = H(y) — H(n).
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Da H(n) von P(z) unabhingig ist, erfordert die Maximierung von
R die Maximierung von H(y), der Entropie des empfangenen Si-
gnals.Wenn gewisse Beschrinkungen fiir das Ensemble der iiber-
tragenen Signale gegeben sind, muf die Entropie des empfangenen
Signals in Ubereinstimmung mit diesen Beschrinkungen maximiert
werden.

25. Die Kanalkapazitéat bei einer Begrenzung der
Durchschnittsleistung

Eine einfache Anwendung von Lehrsatz 16 erhilt man, wenn die
Storung ein weiBes thermisches Rauschen ist und die ibertragenen
Signale auf eine gewisse Durchschnittsleitung P beschrinkt sind,
Dann haben die empfangenen Signale eine Durchschnittsleistung

P+ N, wobei N die Durchschnittsleistung des Rauschens darstellt.
Die maximale Entropie fiir die empfangenen Signale wird dann er-
reicht, wenn auch diese ein Ensemble von weilem Rauschen bilden,
da das die groBtmogliche Entropie fiir eine Leistung P + N ergibt.
Sie ist durch eine geeignete Wahl des Ensembles der tibertragenen
Signale zu erreichen, eben dann, wenn diese ein Ensemble von wei-
Bem Rauschen mit der Leistung P bilden. Die Entropie (pro Sekun=-
de) des empfangenen Ensembles ist dann

H(y) = W log 2w¢(P + N).
Die Entropie des Rauschens ist

H(n) = W log 2weN
und die Kanalkapazitit ist

P+ N

C =H(y) — H(n) = W log N

Zusammenfassend ergibt sich folgendes:

Lehrsatz 17: Die Kapazitit eines Kanals der Bandbreite W, gestort durch
weifles thermisches Rauschen der Leistung N, ist, wenn die durchschnitt-
liche Ubertragungsleistung auf P begrenzt ist, gegeben durch

C=Wlog i ; N :

Das bedeutet, daB wir bei einem geniigend komplizierten Codiersy-
P+ N
N

stem die Bindrzeichen mit der Rate W log. bit pro Sekun-

de libertragen kinnen, mit einer beliebig kleinen Fehlerhiufigkeit.
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Es ist nicht mbglich, mit irgendeinem Codiersystem eine grifere
Rate zu ilbertragen, ohne eine begrenzte, positive Fehlerhiufigkeit.

Um diesen Grenzwert der Ubertragungsrate anzunihern, miissen
sich die tibertragenen Signale in bezug auf die statistischen Eigen—
schaften dem weiBen Rauschen ®) nihern.

Ein System, das diese ideale Ubertragungsrate annihert, kann wie
folgt beschrieben werden: Man erzeuge M = 2° Muster von weiflem
Rauschen, jedes von der Dauer 7. Diesen werden Binfirzahlen von
0 bis (M — 1) zugeordnet. Am Sender werden die Nachrichtenfol-
gen aufgeteilt in Gruppen von je s Bindrzeichen, und fiir jede Grup-
pe wird das entsprechende Muster des Rauschens als Signal iiber-
tragen. Am Empfiinger sind die M Muster bekannt, und das tat-
sdchlich empfangene Signal{gestdrt durch Rauschen) wird mit jedem
davon verglichen. Das Muster mit dem kleinsten R.M.S.-Abstand *)
gegeniiber dem empfangenen Signal wird als das iibertragene Signal
ausgewihlt, und die entsprechende Bindrzahl wird rekonstruiert.
Dieser Vorgang entspricht der Wahl des am meisten wahrschein-
lichen Signals (a posteriori). Die Anzahl M von Rauschmustern, die
benutzt wurden, wird von der geduldeten Fehlerfrequenz ¢ abhin-
gen, es gilt jedoch fiir fast alle Beispiele solcher Rauschmuster

log MT) _ gy g PHN
?

Lim Lim

=) T—ew

s0 daB, gleichgiiltig wie klein ¢ gewihlit wurde, wenn nur T genii-
o ;N bit in der Zeit T' beliebig

gend groB ist, der Wert TW log

genau erreicht wird.

Gleichungen, die #hnlich lauten wie C = W log i ; 2]

fiir den

Fall des weifen Rauschens, sind unabhingig voneinander von ver-
schiedenen anderen Autoren entwickelt worden, jedoch mit etwas
unterschiedlichen Interpretationen. Hier sollen die Arbeiten von
N. Wiener 7), W.G. Tuller ®) und H. Sullivan erwihnt werden.

6) Diese und andere Eigenschaften des weilen Rauschens werden vom geometrischen
Standpunkt aus in dem Buch “Communication in the presence of Noise™ besprochen,
loc. cit.

*) R.M.S. = Root Mean Square, hier in der Bedeutung des mittleren Abstandsquadrates
(Anm. d. Ubers.)

7) Cybernetics, loc. cit.

8) “Theoretical Limitations on the Rate of Transmission of Information™, Proceedings of
the Institute of Radio Engineers, Bd. 37, Nr. 5, Mai 1949, Seite 468 - 478.
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Im Fall einer beliebigen Stérung (nicht unbedingt des weiBen ther-
mischen Rauschens) scheint es nicht méglich zu sein, das Maxi-
mierungsproblem, das bei der Bestimmung der Kanalkapazitit C
einbezogen werden mufl, einwandfrei und allgemeingiiltig zu 16sen.
Es kénnen jedoch obere und untere Grenzen fiir C an Hand der
durchschnittliche Storleistung N und der Strentropieleistung N,
bestimmt werden. In den meisten praktischen F#llen liegen diese bei-
den Grenzwerte geniigend nahe beieinander, um das Problem befrie-
digend zu 16sen.

Lehrsatz 18: Die Kanalkapazitit fiir einen beliebig gestorten Kanal mit
der Bandbreite W ist durch die folgende Ungleichung begrenzt:

P+ N
Ny

wiog T <0 < Wiog
1
mit

P = mittlere Sendeleistung,
N = mittlere Storleistung,
N, = Entropieleistung der Stérung.

Auch hier wird die mittlere Leistung des gesttrten Signals P+ N
sein. Die maximale Entropie fiir diese Leistung trite auf, wenn das
empfangene Signal ein weifles Rauschen wiire; ihr Wert wire dann
W log 2re(P + N). Es mag unmbglich sein, diesen zu erreichen, d.h.
es kann sein, daB es kein Ensemble von gesendeten Signalen gibt,
das, wenn es der Stdrung hinzugefiigt wird, ein weifes Rauschen

am Empfinger erzeugt, aber zumindest wird dadurch eine obere
Grenze fiir H(y) festgelegt. Daher ist

C = Max H(y) — H(n)
< W log 2we(P + N) — W log 2veN,.

Dies ist die im Lehrsatz angegebene obere Grenze. Die untere
Grenze entspricht der Ubertragungsrate, wenn das gesendete Si-
gnal zu einem weiBen Rauschen der Leistung P gemacht wird. In
diesem Fall muR} die Entropieleistung des empfangenen Signals
mindestens so grofi sein wie jene des weiBen Rauschens der Lei-
stung P + N,, da in Lehrsatz 15 gezeigt wurde, dafBl die Entropie-
leistung der Summe zweier Ensembles grifer oder gleich der
Summe der individuellen Entropieleistungen ist. Daraus folgt

Max H(y) = W log 27e(P + N,)
und

C > W log 27e(P + Ni) — W log 2weN,
_ P4+ N,
= W log N,

Wird P groBer, so nidhern sich nach Lehrsatz 18 die obere und un-
tere Grenze, und so erhalten wir als asymptotischen Wert
P4+ N

N, -
Wenn die Storung selbst ein weiBles Rauschen ist, gilt N = N,, und
das Ergebnis reduziert sich auf die bereits bewiesene Formel:

W log

C =W log (1+ —;—)

Handelt es sich um ein GauBsches Rauschen, jedoch mit einem
Spektrum, das nicht unbedingt gleichmiBig sein mufB, dann ist N,
das geometrische Mittel der Rauschleistung iiber die verschiede-~
nen Frequenzen im Band W.

Ni = exp 4 [ log NO) df

wobei N(f) die Rauschleistung bei der Frequenz f ist.

Lehrsatz 19: Wenn wir die Kapazitdit fiir eine gegebene Sendeleistung P
festsetzen mit
P4 N -9

N ?
dann verringert sich n gleichmdfig, wenn P wdichst, und néihert sich dem
Grenzwert Null.

C =W log

Nehmen wir an, daB fiir eine gegebene Leistung P, die Kanalkapa-
zitdt gegeben ist durch

P, 4+ N - 1
W log o .
Das bedeutet, daf die beste Verteilung der Signale, etwa p(z), wenn
sie zu der Verteilung des Rauschens addiert wird, eine Vertei-

lung r(y) ergibt, derenEntropieleistung (P, + N — ,) betrigt. Ver-
gréBern wir nun die Leistung bis auf P, + AP, indem wir ein wei-
Bes Rauschen der Leistung AP zu dem Signal addieren, dann be-
trigt die Entropie des empfangenen Signals mindestens

H(y) = W log 2ne(P; + N — 5, + AP) ,
wenn man den Lehrsatz der minimalen Entropieleistung einer Sum-
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me anwendet, Daraus folgt, da wir das angegebene H erreichen
konnen, dafB die Entropie der maximierenden Verteilung minde-
stens genauso grofl sein mufl und 7» sich gleichmiBig verringert.
Um zu zeigen, dal n— 0, wenn P — 0, betrachten wir ein Signal,
das ein weifes Rauschen mit einem groBen Wert P ist. Wie die St~
rung auch immer aussehen mag, das empfangene Signal wird nihe-
rungsweise ein weifles Rauschen sein, falls P geniigend groB ist, in
dem Sinne, daB man eine Entropieleistung hat, die sich P + N ni-
hert.

26. Die Kanalkapazitat bei einer Begrenzung der
Spitzenleistung

Bei einigen Anwendungen ist nicht die mittlere Leistungsabgabe des
Senders begrenzt, sondern die kurzzeitige Leistungsspitze. Das
Problem bei der Berechnung der Kanalkapazitit ist dann die Maxi-
mierung (durch die Variation des Ensembles von tibertragenen Zei-
chen) von

H(y) — H(n)

unter der Nebenbedingung, daB alle Funktionen f(f) des Ensembles
kleiner als oder gleich +/§ fiir alle Werte ¢ sind, Eine Einschrin-
kung dieser Art ist mathematisch nicht so leicht zu verwirklichen
wie die Begrenzung der Durchschnittsleistung. Das Wesentliche,
das wir fiir diesen Fall erreicht haben, ist eine untere Grenze, die

S
fiir alle Werte v gliltig ist, eine "asymptotische" obere Grenze
( giiltig flir grofe —AS,-) und einen asymptotischen Wert von € fiir klei-

neTv-.

Lehrsatz 20: Fir die Kapazitit C eines Kanals mit der Bandbreite W,
der durch weifles thermisches Rauschen der Leistung N gestort ist, gilt
2 8

g

CZW[OE“F W’

wobei S die Spitze der maoglichen Ubertragungsleistung darstellt. Fiir ein
geniigend grofes % ist

o Y

05 Wlog T s

N (1+E)!
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wobei € beliebig klein sein darf. Wenn —;— - 0 (und vorausgesetzt, das

Band W beginnt bei Null), dann gilt

c/wiog(1+ 5 ) -1

Wir wollen die Entropie des empfangenen Signals maximieren. Wenn

-% groB ist, wird dies sicherlich gut erreicht, wenn die Entropie des

ibertragenen Ensembles maximiert wird.

Die asymptotische obere Grenze erhalten wir durch die Abschwi-
chung der Bedingungen fiir das Ensemble. Nehmen wir an, daB die
Leistung nicht in jedem Augenblick auf S begrenzt ist, sondern nur
zu bestimmten Probezeitpunkten. Die maximale Entropie des iiber-
tragenen Ensembles unter diesen abgeschwichten Bedingungen ist
sicherlich griéfer oder gleich gegeniiber jener Entropie, die unter
den urspriinglichen Bedingungen erzielt wurde. Dies veriinderte
Problem kann leicht geldst werden. Die maximale Entropie wird
erreicht, wenn die verschiedenen Probepunkte unabhéingig vonein-
ander sind und eine Verteilungsfunktion haben, die konstant ist zwi-
schen — ﬁ und -+ \/§ Die Entropie kann errechnet werden zu

W log 48.
Das empfangene Signal wird dann eine Entropie haben, die kleiner

ist als
W log (48 + 2xeN) (1 + ¢)

S
mit e—0, wenn ey und die Kanalkapazitit erhiilt man, in-

dem man die Entropie des weiBen Rauschens W log 2reN subtra-
hiert:

W log (48 + 27eN) (1 + ¢) — W log (2weN)

-?—S—}-N

i S (A,

Dies ist die erwartete obere Grenze der Kanalkapazitit.

= W log

Um eine untere Grenze zu erhalten, betrachte man das gleiche En-
semble von Funktionen. Man lasse diese Funktionen einen idealen
Filter mit einer dreiecksférmigen Ubertragungscharakteristik pas-
sieren. Die Verstirkung soll bei der Frequenz 0 gleich Eins sein
und nimmt dann linear bis zur Verstirkung Null bei der Frequenz
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W ab. Wir zeigen zuniichst, daf die Ausgangsfunktionen des Fil-
ters eine Grenze S fiir die Leistungsspitzen zu allen Zeiten haben
(nicht nur zu den Probezeitpunkten). Zuerst stellen wir fest, daB

ein Impuls El—%%?—:;-é , der in den Filter hineingeht, in der Ausgabe
die GrofBe

1 sin? Wt
2 (=Wi)2
erzeugt. Diese Funktion ist niemals negativ. Die Eingabefunktion
kann man sich (im Normalfall) als die Summe einer Folge von ver-
schobenen Funktionen der Form

. sin 2x Wi

2r Wi

vorstellen, wobei a, die Amplitude des Musters, nicht griéBer als
V/§ ist. Daraus folgt, daB die Ausgabe die Summe der verschobe-
nen Funktionen der nichtnegativen eben erwihnten Form mit den
gleichen Koeffizienten ist. Da diese Funktionen nicht negativ sind,
erhilt man den griften positiven Wert fiir ein beliebiges {, wenn
alle Koeffizienten ¢ ihren maximalen positiven Wert haben, also
V/'S. In diesem Fall war die Eingabefunktion eine Konstante der
Amplitude /8, und da der Filter fiir Gleichstrom die Verstir-
kung Eins hat, ist die Ausgabe gleich der Eingabe. Daraus folgt,
daf das Ausgabeensemble eine Spitzenleistung 8 hat.

Die Entropie des Ausgabeensembles kann aus jener des Eingabe-
ensembles errechnet werden, indem man den Lehrsatz verwendet,
der sich auf eine solche Situation bezieht. Die Ausgabeentropie ist
gleich der Eingabeentropie plus der geometrisch gemittelten Ver-
stirkung des Filters:

j;wlog G df =j;wlog (Eﬁ;—-{)gdf - = W

Daraus folgt die Ausgabeentropie

W log 48 ~ 2W = W log t—f

und die Kanalkapazitit ist grifer als
s
o S
Wir wollen zeigen, daB fiir kleines v (Signalspitzenleistung pro

W log ;2;‘3

Leistung des weiBlen Rauschens) die Kanalkapazitit approximiert
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wird durch
C= Wlog(l + —f,)

Genauer gesagt: C/W log (1 + %)_’ 1, wenn 'f_r - 0.

Da die mittlere Signalleistung P gleich oder kleiner als die Spitze
S ist, folgt fiir alle Werte .}'%.

¢ <wiog (1+ -;—;)swmg(1+ %)

Daher wird das Ergebnis bewiesen sein, wenn wir ein Ensemble
von Funktionen finden kidnnen, das einer Ubertragungsrate ent-

spricht, die nahe bei W log (1 + }%) liegt und auf die Bandbrei-

te W und Spitzenleistung S begrenzt ist. Betrachten wir deshalb
das Ensemble von Funktionen der folgenden Art. Eine Folge von !
Proben hat denselben Wert, entweder ++/8 oder —+/8, dann ha-
ben die t nichsten Proben den gleichen Wert usw. Der Wert fiir
eine Folge wird zufillig ausgewihlt mit der Wahrscheinlichkeit #
fiir +4/8 und } fir —/§ . Wird dieses Ensemble durch ein Fil-
ter mit dreiecksitrmiger Verstirkungscharakteristik gesendet
(Verstirkung Eins fiir Gleichstrom), dann ist der Spitzenwert der
Ausgabe + S. AuBerdem ist die Durchschnittsleistung nahezu S,
und dies kann man beliebig annidhern, indem ¢ geniigend grofi ge-
wihlt wird, Die Entropie der Summe aus der Filterausgabe und
dem thermischen Rauschen kann nun gefunden werden, indem man
den Lehrsatz auf die Summe aus einem Rauschen und einem kleinen
Signal anwendet. Dieser Lehrsatz wird angesetzt, wenn

— 8
Vi N
geniigend klein ist. Dies kann sicher erreicht werden, indem man

einen geniigend kleinen Wert -53,— (nachdem ¢ gewiihlt wurde) nimmt.

Die Entropieleistung wird beliebig nahe bei S+N liegen, und dar-
aus folgt, daB die Rate der Ubertragung beliebig nahe bei

Wlog(S;N

liegt.
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27. Bestimmungsfunktionen fiir die Ubertragungstreue

Im Falle einer diskreten Informationsquelle konnten wir eine genaue
Rate der erzeugten Information bestimmen, niimlich die Entropie des
zugrundeliegenden stochastischen Prozesses. Mit einer kontinuierli-
chen Quelle wird die Lage betrichtlich komplizierter. Zuerst ein-
mal kann eine kontinuierliche variable Grofe eine unendliche An-
zahl von Werten annehmen und verlangt daher eine unendliche An-
zahl von Bindrwerten, um sie genau zu beschreiben, Das wiirde be-
deuten, daB zum Ubertragen der Ausgabe einer kontinuierlichen
Quelle mit exakrer Rekonstruktion am Empfangspunkt im allgemei-
nen ein Kanal mit einer unendlichen Kapazitit (in bit pro Sekunde)
bendtigt wiirde. Da normalerweise Kanile ein gewisses MaB an Sti-
rungen aufweisen und damit eine endliche Kapazitit, wire die exak-
te Ubertragung unmdglich.

Das geht jedoch am wirklichen Problem vorbei. In der Praxis sind
wir nicht an einer exakten Ubertragung interessiert, wenn wir eine
kontinuierliche Quelle haben, sondern nur an der Ubertragung in-
nerhalb einer bestimmten Toleranz. Die Frage ist, konnen wir eine
begrenzte Rate einer stetigen Quelle zuordnen, wenn wir nur eine
gewisse Genauigkeit oder Rekonstruktion am Empfinger benttigen,
die auf geeignete Weise gemessen wird? Natiirlich wird sich die Ra-
te vergroBern miissen, sobald die Forderungen an die Ubertragungs-
treue wachsen. Es wird sich zeigen, daB wir in sehr allgemeinen
Fillen solch eine Ubertragungsrate definieren kénnen, die die
Eigenschaft hat, daB sie bei richtiger Codierung der Information
iiber einen Kanal gesendet werden kann, dessen Kapazitiit gleich

der fraglichen Rate ist, und daB sie die Forderungen an die Uber-
tragungstreue erfiillt. Ein Kanal mit einer geringeren Kapazitit
wire ungeniigend,

Zundchst ist es notwendig, eine allgemeine mathematische Formu-
lierung des Begriffs der Ubertragungstreue zu finden. Betrachten

wir die Menge aus Nachrichten von langer Dauer, sagen wir T Se-
kunden. Die Quelle wird beschrieben, indem man die Wahrschein-
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lichkeitsdichte P(z) im zugeh&rigen Raum angibt, daB die Quelle
die fragliche Nachricht auswiihlen wird. Ein gegebenes Kommuni-
kationssystem wird dadurch beschrieben (vom Beobachterstand-
punkt aus), daB die bedingte Wahrscheinlichkeit P.(y) angegeben
wird, daB, falls die Nachricht = von der Quelle erzeugt wird, die
erhaltene Nachricht am Empfangspunkt y ist. Das System als Gan-
zes (einschlieBlich Quelle und Ubertragungssystem) wird durch die
Wahrscheinlichkeitsfunktion P(x,y) beschrieben, daB eine Nachricht
z zu einer Ausgabe y fiilhrt. Wenn diese Funktion bekannt ist, sind
similiche Charakteristiken des Systems vom Gesichtspunkt der
Ubertragungstreue her bekannt. Jede Bestimmung der Ubertragungs-
treue muB mathematisch einer gegeniiber P(z, y) angewandten Ope-
ration entsprechen. Diese Operation mufl zumindest die Eigenschaft
einer einfachen Zuordnung von Systemen haben, d.h. es muBl mog-
lich sein, von zwei durch P,(z,¥) und P,(z, y) dargestellten Syste-
men zu sagen, daB, unserem Treuekriterium entsprechend, ent-
weder 1.) das erste eine hohere Ubertragungstreue hat oder 2.)
das zweite eine hdhere Ubertragungstreue aufweist oder 3.) sie die-
selbe {Jbertragungstreue haben. Das bedeutet, daB ein Kriterium
der Ubertragungstreue durch eine Bestimmungsfunktion mit numeri-
schem Wert dargestellt werden kann,

v(P(z,9)),
deren Argument sich iiber mdogliche Wahrscheinlichkeitsfunktionen
P(z,y) erstreckt. Die Funktion v(P(z,y)) ordnet Kommunikations-
systeme nach der Ubertragungstreue, und zur Erleichterung setzen
wir fest, daB niedrigere Werte von v "griBerer Ubertragungstreue”
entsprechen,

Wir werden nun zeigen, daB unter sehr allgemeinen und verniinfti-
gen Voraussetzungen die Funktion v(P(z,y)) in einer anscheinend
viel spezielleren Form geschrieben werden kann, niimlich als der
Durchschnitt einer Funktion p(z,y) iber die Menge von mbglichen
Werten fiir  und y:

WP, v) = [[P(z,9) p(z,v) dz dy.

Um dies zu erreichen, miissen wir einfach voraussetzen, dag 1.)
die Quelle und das System ergodisch sind, so daB eine sehr lange
Nachricht mit der Wahrscheinlichkeit von nahezu 1 typisch fiir das
Ensemble sein wird, und 2.) daB die Berechnung "verniinftig" ist
in dem Sinne, dafl es mdglich ist, durch die Beobachtung einer ty-
pischen Eingabe und Ausgabe z, und y, eine vorliufige Bestim-
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mung auf der Basis dieser Stichproben zu bilden; und wenn die
Dauer dieser Proben groBer wird, wird sich die vorliufige Be-
stimmung mit der Wahrscheinlichkeit 1 der genauen Bestimmung
nihern, die auf einer vollstdndigen Kenntnis von P(z,y) basiert.
Die vorliufige Bestimmung sei p(z, ¥). Dann nihert sich die Funk-
tion p(z, y) einer Konstanten (wenn T — «o) fiir fast alle Werte (z, ¥),
die sich entsprechend dem System in dem Gebiet der hohen Wahr-
scheinlichkeit befinden:

plz, y) = v(P(z,y)).
Und wir konnen auch schreiben

0@, v) = [[P(a,9) oz, y) dz dy,
weil

ffP(x, y) dz dy = 1.
Dies stellt das gewiinschte Ergebnis dar.

Die Funktion p(x, ¥) hat die allgemeinen Eigenschaften eines "Ab-
stands" zwischen x und y“‘). Sie mift, wie unerwiinscht es ist (ge-
miB unserem Treuekriterium), den Wert ¥ zu erhalten, wenn z
gesendet worden ist. Das allgemeine oben gegebene Ergebnis kann
wie folgt noch etwas anders formuliert werden: Jede verniinftige Be-
stimmung kann als Mittelwert eines Abstands angesehen werden
iiber die Menge von Nachrichten und empfangenen Nachrichten z
und y, gewichtet nach der Wahrscheinlichkeit P(xr,y), das fragli-
che Paar zu erhalten, vorausgesetzt, dafl die Daver T' der Nach-
richten geniigend grofl angenommen wurde. Es folgen einfache Bei-
spiele von Bestimmungsfunktionen:

1. R.M.S.-Kriterium
v=(z(t) —y(t))=.
In diesem hiufig benutzten Maf der Ubertragungstreue ist die Ab-
stands-Funktion p(z,y) (abgesehen von einem konstanten Faktor)
das Quadrat des gewdhnlichen Euklidischen Abstands zwischen
den Punkten z und ¥y im zugehorigen Funktionenraum.

oo 9) = 5 [ 50 ~ yOP at.

2. R.M.S.-Kriterium nach Frequenzen gewichtet
Allgemeiner kann man verschiedene Gewichte auf die verschie-

9) Sie ist nicht “metrisch” im strengen Sinne, weil sie im allgemeinen weder
p(x,¥) = p(y,x) noch p(x,¥) +p{¥,z) = p(x, z) geniigt.
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denen Frequenzkomponenten anwenden, bevor eine R.M.S.-Uber-
tragungstreuebestimmung durchgefiihrt wird. Dies ist gleichbedeu-
tend damit, die verschiedenen z(t) — y(t) durch ein formendes
Filter zu schicken und dann die Durchschnittsleistung der Aus-
gabe zu bestimmen.

Nehmen wir daher an

e(t) = z(t) —yl(t)
und

10 = [ ekt = 7) dr;
dann ist
1 v
Pz, ¥) = j; J()* dt.

. Absolutes Fehlerkriterium.

p@9) = 7 [ 150 =y [t

. Die Struktur von Ohr und Gehirn legt implizit eine Anzahl von

.

Bestimmungen nahe, die im Falle der Sprach- oder Musikiiber~
tragung angemessen sind. Es gibt z. B, ein "Verstindlichkeits -
kriterium", bei dem p(z, y) gleich der relativen Hiufigkeit
falsch interpretierter Worte ist, wenn die Nachricht z(¢) als y(f)
empfangen wird. Obwohl wir keine eindeutige Darstellung von
pl(z, y) geben kdnnen, kinnte sie in diesen Fillen im Prinzip
durch geniigend Experimente bestimmt werden. Einige der
Eigenschaften folgen aus gut bekannten experimentellen Er-
gebnissen fiir das Horen; z.B. ist das Ohr relativ unempfind-
lich fiir die Phase, und die Empfindlichkeit fiir Amplituden und
Frequenz ist ungefidhr logarithmisch.

Der diskrete Fall kann als ein Spezialfall betrachtet werden, bei
dem wir stillschweigend eine Bestimmung vorausgesetzt haben,
die auf der Fehlerhiufigkeit basiert. Die Funktion p(z,y) ist
dann als die Anzahl der Zeichen in der Folge y definiert, die
von den entsprechenden Zeichen der Folge z abweichen, divi-
diert durch die Gesamtanzahl der Zeichen in .
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28. Die Senderate einer Quelle in Abhangigkeit von der
Bestimmung der Ubertragungstreue

Wir sind nun in der Lage, die Rate der Informationserzeugung fiir
eine kontinuierliche Quelle zu definieren. P(z) sei gegeben fiir die
Quelle und eine Bestimmung v durch eine Abstandsfunktion p(z, )
festgelegt, die als stetig in z und y vorausgesetzt wird, Mit einem
besonderen System P(z,y) wird die Qualitiit gemessen durch

o= [[o(s,4) P(z,v) dz dy.

AuBerdem ist die Ubertragungsrate von Biniirzeichen entsprechend
P(z,y)
= P y)
R —ffP(:c, y) log P@P(y) dz dy.
Wir definieren die Rate R,, mit der Information mit einer gegebe-
nen Qualitit v; wieder reproduziert wird, als das Minimum von R,
wenn wir bei festem v = v, P,(y) variieren. Das bedeutet:
v P(z,y)
B %’.I(ﬁ?f f P(z,y) log 5rypyy W
abhiingig von der Einschrinkung

o= j [ P(z, y)p(z, y) dz dy.

Dies bedeutet, daB wir tatsichlich alle Kommunikationssysteme be-
riicksichtigen, welche benutzt werden diirfen und die mit der ver-
langten Ubertragungstreue ibertragen. Die Ubertragungsrate in bit
pro Sekunde ist fiir jedes einzelne errechnet worden, und wir wih-
len jenes mit der kleinsten Rate aus. Diese letztere ist die Rate,
die wir der Quelle mit der fraglichen Ubertragungstreue zuordnen.

Die Berechtigung dieser Definition beruht auf dem folgenden Ergeb-
nis:

Lehrsatz 21: Wenn eine Quelle mit einer Rate R, und der Ubertragungs-
treue v, sendet, ist es moglich, die Ausgabe der Quelle zu codieren und
iiber einen Kanal der Kapazitit C zu iibertragen mit einer Ubertragungs-
treue, die beliebig nahe bei vy liegt, vorausgesetzt Ry < C. Dies ist nicht
mdglich, wenn R; > C.

Die letzte Behauptung des Lehrsatzes folgt unmittelbar aus der Defi-
nition von R, und den vorhergehenden Ergebnissen. Wenn das nicht
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wahr wire, konnten mehr als C bit pro Sekunde iiber einen Kanal
der Kapazitiit C libertragen werden. Der erste Teil des Lehrsatzes
wird mit einer Methode bewiesen, die analog zu jener ist, die fiir
Lehrsatz 11 benutzt wurde. Als erstes kénnen wir den (z, ¥)-Raum
in eine groBe Anzahl kleiner Zellen aufteilen und die Situation als
einen diskreten Fall darstellen. Dies wird aufgrund der fir p(z, y)
vorausgesetzten Stetigkeit die Bestimmungsfunktion nur um einen
beliebig kleinen Wert verindern (wenn die Elemente sehr klein
sind). Nehmen wir an, daf P,(z,y) das bestimmte System ist, das
die Rate minimiert und R, ergibt. Wir wiihlen aus den sehr wahr-
scheinlichen y-Werten eine zufillige Menge aus, die

2BAFOT

Elemente enthilt, wobei e— 0, wenn T — . Fiir groBe T wird je-
der ausgewihlte Punkt (wie in Abb. 10) durch Linien grofer Wahr-
scheinlichkeit mit einer Menge von z-Werten verbunden sein. Eine
Berechnung, die der im Beweis fiir Lehrsatz 11 &hnlich ist, zeigt,
daB fiir groBe T fast alle z durch die Ficher der ausgewshlten
y-Punkte fiir fast jede Wahl der ¥y belegt sind. Das zu benutzende
Kommunikationssystem arbeitet folgendermaBen: Den ausgewlihlten
Punkten werden Binfirzahlen zugeordnet. Wenn eine Nachricht z er-
stellt wurde, wird sie (mit einer Wahrscheinlichkeit, die sich fiir

T — oo dem Wert 1 n#hert)innerhalb von mindestens einem der Fi-
cher liegen. die entsprechende Bin#irzahl wird iiber den Kanal iiber-
tragen (oder eine willkiirlich ausgewihlte, wenn es mehrere gibt) mit
einer geeigneten Codierung, um eine geringe Fehlerhiufigkeit zu
erreichen. Da R, < C gilt, ist dies méglich. Am Empfangspunkt
wird das entsprechende y rekonstruiert und als die wiedererlangte
Nachricht benutzt.

Die Ubertragungstreue vi fiir dieses System kann an v, beliebig
angendhert werden, indem man T geniigend grof wihlt, Dies ist
der Tatsache zu verdanken, daB fiir jedes lange Muster der Nach-
richt z(t) und der wiedererlangten Nachricht y(t) die Ubertra-
gungstreue sich v, (mit der Wahrscheinlichkeit 1) nihert.

Es ist interessant, anzumerken, dafBl in diesem System die Storung
in der wiedererlangten Nachricht tatsichlich durch eine Art allge-
meiner Quantisierung beim Sender und nicht durch die Stdrung im
Kanal erzeugt wird. Es ist mehr oder weniger analog zu der quanti-
sierten Stérung in der Puls-Code-Modulation.
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29. Die Berechnung der Raten

Die Definition der Rate ist in vielen Punkten ihnlich der Definition
der Kanalkapazitit. Erstere ist

E = Min[[P(z, ) log T%}“?’,—%’L—) dr dy,

wobei P(z) und v; = f f Pz, y)p(z, y) dz dy festgelegt sind, letztere

¢ = Max [ [Pz, y) log ?%% dz dy,

wobei P.(y) festgelegt ist und méglicherweise eine oder mehrere
andere Einschrinkungen (z.B. eine Begrenzung der mittleren Lei-
stung) der Form K = [f P(z,y) A(z, y) dz dy bestehen.

Eine Teilldsung des allgemeinen Maximierungsproblems fiir die Be-
stimmung der Rate einer Quelle kann angegeben werden. Nach La-
granges Methode betrachten wir

P(z, y)
ff[-”(% y) log PPy + p P(z, y)p(z, ?J)( ]
+ v(z)P(z, y) | dx dy.

Die Variationsgleichung (wenn wir die erste Variation tiber P(z,y))
nehmen) fithrt zu

Py(z) = B(z) ereGew ,
wobei A So bestimmt wird, daB die geforderte Ubertragungstreue
erreicht wird, und B(z) so gewihlt ist, daB es der folgenden Glei-
chung geniigt:

.[B(x) o) gy = 1.

Dies zeigt, daB bei bester Codierung die bedingte Wahrscheinlich-

keit Py,(z) fiir einen bestimmten Fall bei verschiedenen empfange -
nen y exponentiell abnimmt mit der Funktion des Abstands p(z,y)

zwischen den fraglichen Werten x und y.

Im speziellen Fall, wenn die Funktion des Abstands p(z,y) nur von
der (Vektor-) Differenz zwischen z und y abhingt,

plz,y) =plz—1y),
gilt

f B(z) e dy = 1,
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Daraus folgt, dal B(z) eine Konstante, z.B. «, ist und
P’(x} = ue”‘ﬂ(if—ﬂ‘
Leider sind diese formalen Lsungen in einzelnen Fillen schwierig

auszuwerten und scheinen von geringem Wert zu sein. Tatsichlich
wurde die reale Berechnung der Raten nur in einigen sehr einfachen

Fillen durchgefiihrt,

Wenn die Funktion des Abstands p(z, y) die mittlere quadratische
Differenz zwischen x und y darstellt und das Nachrichtenensemble
ein weifles Rauschen ist, dann kann die Rate bestimmt werden. In
einem solchen Fall ist

R = Min [H(z) — Hy(z)] = H(z) — Max H,()
mit N = (z — y):. Aber der Maximalwert von H,(r) wird erreicht,

wenn y —  ein weiBes Rauschen und gleich W, log 2xeN ist, wobei
W, die Bandbreite des Nachrichtenensembles ist. Deswegen wird

R = W, log 27eQ — Wi log 2xeN
— W1 }.0g ".g—

mit Q als der mittleren Nachrichtenleistung. Das beweist den fol-
genden:

Lehrsatz 22: Die Rate fiir eine Quelle weifien Rauschens der Leistung Q
mit der Bandbreite W, ist, relativ zu einem R. M. S.-Maf der Ubertragungs-
treue

R =W log %

Dabei ist N die erlaubte mittlere quadratische Abweichung zwischen der
urspriinglichen und der wiedergewonnenen Nachricht.

Allgemeiner gesagt: Fiir jede Nachrichtenquelle konnen wir Un-
gleichungen erhalten, die die Rate relativ zu einem Kriterium fiir
mittlere quadratische Fehler begrenzen.

Lehrsatz 23: Die Rate jeder Quelle der Bandbreite W, ist begrenzt durch

Wilog & <R<Wilog 5,

wobei Q die Durchschnittsleistung der Quelle, Q, ihre Entropieleistung
und N der zulissige mittlere quadratische Fehler sind.
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Die untere Grenze folgt aus der Tatsache, daB das Maximum von
H,(z) fir ein gegebenes (z — y)? = N fiir den Fall des weilen Rau-
schens gilt. Die obere Grenze ergibt sich, wenn wir die Punkte

(die im Beweis des Lehrsatzes 21 benutzt werden) nicht auf die be-
ste Art, sondern zufillig auf einer Kugel mit dem Radius /@ — N
anordnen,
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Anhang 1  Das Wachstum einer Zahl von
Zeichen-Blécken mit einer
endlichen Zustandsbedingung

Nehmen wir N;(L) als die Anzahl der Blécke von Zeichen an, die
die Lénge L haben und im Zustand i enden. Dann haben wir

Ni(L) = %:N.-(L -,

wobei blj, bi;, - + +, bl die Lingen der Zeichen sind, die, im Zu-
stand ¢ ausgewihlt, zum Zustand j filhren. Dies sind lineare Dif-
ferenzengleichungen, und sie miissen sich, wenn L — o0, nach der
Art

N; = A,WtE
verhalten.
Durch eine Substitution in der Differenzengleichung wird
AWE = T AW
oder I
A; = §AiW“§;}

Z‘: (; Wb — 5;,—).&.‘ =0.
Damit das méglich ist, muB die Determinante
D(W) = | a;| = |2 W — 5]

verschwinden, und damit liegt W fest, das natiirlich die groBte
reale Wurzel von D = 0 ist.

Die GroBe C ist dann gegeben durch

L
l_%_z_ii.i = log W.

C = Lim
L+

Damit stellen wir auch fest, daB sich dieselben Figenschaften der
Vergroferung ergeben, wenn wir fordern, dafB alle Blécke in dem-

selben (willkiirlich ausgew#hlten) Zustand beginnen.
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Es sei H (;‘lf, %, . ma é) = A(n). Nach der Bedingung (3) konnen

wir eine Wahl aus s™ gleichwahrscheinlichen Moglichkeiten in eine
Reihe von m Auswahlvorgingen zerlegen, jede von ithnen aus 8
gleichwahrscheinlichen Moglichkeiten. Dann erhalten wir

A(s™) = m A(s).
Ganz dhnlich ist

A(t™) =n A(t).
Wir kénnen n beliebig groff wihlen und finden immer ein m, das
der folgenden Ungleichung geniigt:

R Mg,
Daher wird, nimmt man die Logarithmen und dividiert man durch
n log s,

log ¢
log s

m _ logt
n log s

2|3

<

<

3|3

1

1
+-1rfm

wobei ¢ beliebig klein ist. Nun ergibt sich aus der Tatsache, daf
A(n) monoton ist

A(s™) < A(t") < A(s™)
mA(s) <nd(t) < (m+1) A(s).
Daraus folgt, dividiert man durch nA(s),

m A om 1 Im_ AQ

n — A(s) — n & n A(s) =4
A(t) log ¢

m - Tog & < 2¢ A(l) = ~Klogt,

wobei K positiv sein mu}, um (2) zu erfiillen.

Nun nehmen wir an, daB wir eine Auswahlmenge von n Moglichkei-
ten haben mit den zusammen mefbaren Wahrscheinlichkeiten

P = E_?"’ wobei n; ganze Zahlen sind. Wir konnen eine Auswahl
1
aus Zn; Moglichkeiten in eine Wahl aus n Moglichkeiten mit den
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Wahrscheinlichkeiten py, *+ * * , p» und, wenn die i-te Moglichkeit
ausgewihlt wurde, eine Wahl aus n; mit gleichen Wahrscheinlich-
keiten aufteilen, Wenn wir wieder die Bedingung 3 verwenden, so

konnen wir die nach zwei Methoden berechneten Ergebnisse [iir die
Wahl aus Zn; gleichsetzen:

Klog3n, = H(p,, * - -, ps) + K= p: log ns.

Daraus folgt

H = K[Zp; log Zn; — Zp; log ni
i 1
2?’&‘
Wenn die p; nicht zugleich meBbar sind, ktnnen sie durch rationale
Zahlen angenihert werden, und es mufB derselbe Ausdruck nach un-
serer Voraussetzung der Stetigkeit gelten. Damit gilt der Ausdruck
auch allgemein, Die Wahl des Koeffizienten K ist eine Sache der
Bequemlichkeit und entspricht der Wahl einer MaBeinheit.

= — KZp; log = — KZp; log p..
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Wir nehmen an, eine Quelle sei ergodisch, so dafB das strenge Ge-
setz der grofien Zahlen angewandt werden kann. Deswegen ist die
Anzahl, wie oft ein gegebener Weg p;; im Netzwerk wihrend einer
langen Folge der Linge N durchlaufen wird, etwa proportional zu
der Wahrscheinlichkeit P;, an der Stelle i zu sein und nun diesen
Weg auszuwihlen, P;p;;N. Wenn N geniigend groB ist, ist die darin
enthaltene Wahrscheinlichkeit eines prozentualen Fehlers == § klei-
ner als ¢, so daB fiir alle auBer einer Menge mit kleiner Wahr-
scheinlichkeit die tatsichlichen Zahlen innerhalb der folgenden Gren-
zen liegen:

(Pipi; + 8)N.
Dadurch haben fast alle Folgen eine Wahrscheinlichkeit p, die ge-
geben ist durch

p = Hp‘gfm.-iam

und —19%2 ist begrenzt durch

Ic}% = Z(Pipi; £ §) log pi
oder
}2]%;”_ — ZPipi;log pij | < n.

Dies beweist Lehrsatz 3.

Lehrsatz 4 folgt unmittelbar daraus durch die Berechnung der obe-
ren und unteren Grenzen fiir n(q), die auf dem méoglichen Wertebe-
reich fiir p in Lehrsatz 3 basiert.
Im gemischten (nicht ergodischen) Fall, wenn

L=7%plL;
und die Entropien der Komponenten H, > H, > - - - > H, sind,
gilt der

Lehrsatz: }r.ixll -l%g—@ = (q) ist eine sinkende Stufen-Funktion
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=1 ]
w(q) = H; im Intervall Zla.- <q <zl:a.-.

Um die Lehrsitze 5 und 6 zu beweisen, stellt man zuerst fest, daf
Fy monoton fallend ist, weil durch ein wachsendes N ein Index zu
einer bedingten Entropie addiert wird. Eine einfache Substitution
fiir ps:(8;) in der Definition von Fy zeigt, daB

FN:NGN_ (N‘_ 1) Gy..l_
Summiert man iiber alle N, ergibt sich Gy = Elr' 2 Fy. Daraus

folgt Gy > Fy, wobel Gy monoton fillt. Auch miissen sie sich dem-
selben Grenzwert nihern. Indem wir Lehrsatz 3 anwenden, stel-
len wir fest, daB %LIE Gy = H ist.



Anhang 4 Maximierung der Rate fiir ein
System mit Beschrankungen

Angenommen, wir haben eine Menge von Beschrinkungen gegeniiber
einer Folge von Zeichen, die sich durch eine begrenzte Anzahl von
Zustinden beschreiben 146t und daher durch einen linearen Graphen
dargestellt werden kann, wie in Abb. 2 gezeigt wird. Die P seien
die Lingen der verschiedenen Zeichen, die beim Ubergang vom Zu-
stand ¢ in den Zustand j vorkommen konnen. Welche Verteilung
der Wahrscheinlichkeiten P; fiir die verschiedenen Zustinde und
p{ fiir die Auswahl des Zeichens s im Zustand ; und den Uber-
gang in den Zustand j maximiert die Rate der erzeugten Informa-
tion unter diesen Beschrinkungen? Die Beschrinkungen definieren
einen diskreten Kanal, und die maximale Rate muB kleiner oder
gleich der Kapazitit C dieses Kanals sein, denn wiren alle Blicke
groBer Linge gleich wahrscheinlich, ergibe sich diese Rate, und
diese wire, wenn moglich, die beste. Wir werden zeigen, daB diese
Rate durch die richtige Auswahl von P; und p{ erreicht werden
kann. Die fragliche Rate betrigt

—E‘P«p,‘?’ log i}’

‘;‘Pmﬁ}’ 1y
Es sei h
i = By,
wobei die B; den Gleichungen
B = Z.:Bfw—ta"
geniigen. "

Dieses homogene Gleichungssystem hat eine nicht verschwindende
Losung, da W so gewdhlt wurde, daB die Determinante der Koeffi-
zienten gleich 0 ist:

] ‘Lj‘,w—fh"— a.—,—] =0.

Anhang 4 Maximierung der Rate filr ein System mit Beschriinkungen 137

Die so definierten p{’ sind befriedigende Ubergangswahrscheinlich-
keiten, denn zunichst ist

w_SBi o
%”" ?[‘ e

== B i

T B
so dafl die Summe der Wahrscheinlichkeiten von irgendeinem ein-
zelnen Knotenpunkt Eins ist. Weiterhin sind sie nicht-negativ,
was aus einer Betrachtung der Gridfen A; ersichtlich wird, die
in Anhang 1 angegeben wurden. Die A; sind notwendigerweise
nicht-negativ, und die B; erfiillen ein #hnliches System von Glei-
chungen, wobei jedoch i und j vertauscht sind. Dies liuft darauf
hinaus, die Laufrichtung der einzelnen Linien des Graphen umzu-
kehren.

=1,

Wenn wir diese angenommenen Werte fiir p{’ in der allgemeinen
Gleichung fiir die Rate einsetzen, erhalten wir

i g B -t

EP.‘PE;‘L,‘
_ log WEPpIP — SPipl log B; + ZPpl? log B:
EP.-p,-,-Ig?
=log W =C.

Daraus folgt, daB die Rate mit dieser Menge von Ubergangswahr-
scheinlichkeiten C ist, und da diese Gridfe niemals {iberschritten
werden kann, ist sie das Maximum.
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8, sei irgendeine mefbare Untermenge des g-Ensembles und S,
die Untermenge des f-Ensembles, die S, nach der Operation T
erzeugt. Dann ist

8, =T8S,
Die GroBe H* sei ein Operator, der alle Funktionen einer Menge
um den Wert A in der Zeit verschiebt. Dann wird

HS; = H’TS, = TH*S,
da T invariant ist und deshalb mit H* kommutiert. Daraus folgt,
wenn m[S] das WahrscheinlichkeitsmaB der Menge § ist,

m[HS] = m[THS,] = m[H"S,]

= m[8,] = m[S],

wobei die zweite Gleichung durch Definition des MaBes im g-Raum
entsteht, die dritte, weil das f-Ensemble stationir ist, und die

letzte wieder durch Definition des MaBstabs fiir g. Dies beweist,
daB das g-Ensemble stationir ist.

Um zu beweisen, daB die ergodische Eigenschaft unter invarianten
Operationen erhalten bleibt, seien S, eine Untermenge des g-En-
sembles, die invariant gegeniiber H* ist, und S, die Menge aller
Funktionen f, die sich in 8, transformieren. Dann ist

HMS; = HMT'S, = TH*S, = 8,
so daB H*S, in S, fiir alle A inbegriffen wire.
Weil nun

m{H*8y] = m[S:] = m[8)],
bedeutet dies

H'S, =8,

fiir alle Werte A mit m[S;] £ 0,1, Dieser Widerspruch zeigt, daB
S, nicht existiert.

Anhang 6

Die obere Grenze, N; < N,+ N, ist auf die Tatsache zuriickzu-
fiihren, daB die maximale Entropie fiir eine Leistung N, + N, vor-
kommt, wenn wir ein weifes Rauschen dieser Leistung haben. In
diesem Fall ist die Entropieleistung N,+N..

Um die untere Grenze zu erreichen, nehmen wir an, wir haben
zwei Verteilungen in n Dimensionen p(z;) und g(z;) mit Entropie-
leistungen N, und N,. Welche Form sollten p und g haben, um
die Entropieleistung N, ihrer Faltung r(r;) zu minimieren?

r(@) = [p(vale: ~ 3) dys
Die Entropie H; von r ist gegeben durch
Hy = — f r(z:) log r(z:) dz..
Wir wollen dies unter folgenden Beschrinkungen minimieren
H, = —fﬂ{xi) log p(z:) dz:
Hy = ~ [q(:) log q(a:) da.
Wir betrachten deshalb
Us — f [r(z) log r(z) + Ap(z) log p(z) + uq(z) log ¢(z)] d=
3 = —[[[1 + log r(x)} ér(z) 4+ X [1 + log p(z)] ép(x)
+ u(l + log ¢(z) 3g(x)]] d=.

Wenn p(z) um ein bestimmtes Argument z; =s; variiert wird,
dann ist die Variation in r(z)

sr(z) = qlz; ~ s1)
und damit

§U = —fq(:a:,- — &) log r(z:) dz; — A log p(s:) = 0.

Ahnliches gilt, wenn g variiert wird. Daraus folgen die Bedingun-
gen fiir das Minimum
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fq(x.— — &) log r(z:) = — A log p(s:)
[P~ 5) log r(z) = — u log q(s).
Wenn wir die erste Gleichung mit p(s;) und die zweite mit q(s;)
multiplizieren und iiber s integrieren, so erhalten wir
H,=—AMH,

2= — pH,
oder nach A und p aufgeldst und in den Gleichungen eingesetzt
H,fq(x; — &) log r(z;) dz: = — Hs log p(s:)
Hsfp(x,- — &) log r(z:) dz: = — H; log p(s)).
Nun nehmen wir p(z:) und g(z;) als normal an

I Aif |n,fs 4. .
p(z:) = @ XP T3 DAxa;

| Bij |

glzi) = Gy P~ # ZBixix;.
Dann wird auch r(z:) normal sein mit quadratischer Form Cj;.
Wenn die Inversen dieser Formen asj, by, ¢;; sind, dann ist

Cij = Q45 + bu.
Wir mochten zeigen, daf diese Funktionen die minimierenden Be-
dingungen erfiillen, dann und nur dann, wenn a;; = Kb;; ist und sich
so das Minimum von H, unter diesen Beschrinkungen ergibt. Zu-
erst haben wir

1
log r(z:) = "g- log o | Cii | — 3 2Cymz;
1
[a(ai=s) log r(z) = 5- log 5= | Cis |~} BCusisi—§ 2Ciiby.

Dies soll gleichbedeutend sein mit
H n 1
F: I:? ng '2—1; i Ag,— i - % ZA.','S,'S;:I y

was voraussetzt, daB A;; = -gi Ci;.

In diesem Fall ist 4;; = %: B;;, und beide Gleichungen werden

identisch.

Anhang 7

Mit dem folgenden wird ein allgemeinerer und klarer bezeichneter
Schritt auf dem Weg zu den zentralen Definitionen der Kommuni-
kationstheorie gemacht.

Man stelle sich einen Raum fiir das WahrscheinlichkeitsmaB vor,
dessen Elemente geordnete Paare (z,y) sind. Die Variablen z,y
sind als die méglichen gesendeten und empfangenen Signale irgend-
einer lingeren Dauver T zu identifizieren. Nennen wir die Menge
aller Punkte, deren z zu einer Untermenge S, von z Punkten ge-
hort, den Streifen iber S; und gleichermaBen die Menge, deren
y zu 8, gehdren, den Streifen ber S.;. Wir teilen z und y in eine
Ansammlung von sich nicht iiberschneidenden mefibaren Untermen-
gen X; und Y; auf, die der Ubertragungsrate R angenihert sind
durch
15 P(X, Y,

Ry = -T- E‘:P(X.', Y. log W,

wobei

P(X;) das WahrscheinlichkeitsmaB des Streifens iiber X; und
P(Y;) das WahrscheinlichkeitsmaR des Streifens {iber Y; ist.

P(X;,Y;) ist das WahrscheinlichkeitsmaRB des Schnittpunkts der
Streifen.

Eine weitere Unterteilung kann E, niemals verringern. Denn ange-
nommen X, wird unterteilt in X, = X{ + X{ und

P(Y) =a P(X) =b+e¢
P(X) =b P(X,Y) =d
P(X) =¢ ©OP(XNY) =e

P(X, Y)) =d+e.
Dann haben wir (fiir den Schnitt von X, und ¥,) in der Summe

(d + e) log _a(db% durch d log c—:% + e log i—

ersetzt.
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Es ist leicht ersichtlich, daf mit der Begrenzung, die wir gegen-
iber b, ¢,d und e angenommen haben,
d+ e]a+-< dd et
b+e = bige
und folglich die Summe vergroBert ist. Auf diese Weise bilden die
verschiedenen méglichen Unterteilungen eine geordnete Menge, wo-
bei B monoton wichst mit einer Verfeinerung der Unterteilung.
Wir konnen R eindeutig als die niedrigste obere Grenze fiir R, de-
finieren und sie beschreiben mit

R = 1 [[P@ ) log prapiss dudy.
Dieses Integral, im obigen Sinne verstanden, enthilt beide Fille,
den kontinuierlichen und den diskreten Fall und natiirlich noch vie~
le andere, die nicht in einer der beiden Formen dargestellt werden
konnen. Es ist bei dieser Formulierung trivial, da, wenn z und u
sich eins-zu-eins entsprechen, die Rate von u» nach y gleich jener
von z nach y ist. Wenn v irgendeine Funktion von y ist (nicht
unbedingt mit einer Umkehrung), dann ist die Rate von = nach y
gleich oder kleiner als jene von z nach v, da bei der Berechnung
der Niherungen die Unterteilungen fiir ¥ notwendigerweise verfei-
nerte Unterteilungen jener fiir v sind. Allgemeiner gesagt, wenn
y-und v zusammenhingen, nicht funktionell, sondern statistisch,
d.h. wir haben einen Raum fiir das Wahrscheinlichkeitsma8 (y,v),
dann wird R(z,v) < R{(z,y). Dies bedeutet, dafi jede beliebige Ope-~
ration, die gegeniiber dem empfangenen Signal angewandt wird,
sogar wenn sie statistische Elemente einbezieht, R nicht vergro-
Bert.

Ein anderer Begriff, der exakt in einer abstrakten Formulierung
der Theorie definiert werden sollte, ist jener der "Dimensions-
rate"; das ist die mittlere Anzahl von Dimensionen, die pro Sekun-
de notwendig sind, um ein Element eines Ensembles zu spezifizie-
ren, Im Fall der Bandbegrenzung gentigen 2W Dimensionen pro
Sekunde. Eine allgemeine Definition kann wie folgt ausgedriickt wer-
den: Es sei fo(t) ein Ensemble von Funktionen und pr{f.(t), fa(t)] ein
metrisches MapB fiir den "Abstand" zwischen fa und f3 wihrend
der Zeit T' (beispielsweise der R.M,S.-Abstand in diesem Inter-
vall). N(e &, T) sei die Mindestanzahl von Elementen f, die so ge-
wihlt werden kann, daB sich alle Elemente des Ensembles abgese -
hen von einer Menge der GroBe §, innerhalb des Abstands ¢ von
zumindest einem der ausgewihlten befinden. Auf diese Weise iiber-
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decken wir den Raum innerhalb ¢, abgesehen von einer Menge der
geringen GroBe 8. Wir definieren die Dimensionsrate \ fiir das
Ensemble durch den dreifachen Grenzwert

X = Lita Lim Lig 18N8, T)
=0 el T—o= T ng €

Dies ist eine Verallgemeinerung der Definitionen fiir den MaB-Typ
der Dimension in der Topologie und stimmt mit der intuitiven Di-

mensionsrate fiir einfache Ensembles tberein, bei denen das ge-

wiinschte Ergebnis offensichtlich ist.



